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出 版 说 明 


《计算 数学 从 书 > 是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计算 数学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数 学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 数 师 以 及 
工矿 企业 、 科 研 单位 从 事 计 算 工作 的 技术 人 员 参 考 。 

本 丛书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主 要 进展 及 其 适 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 , 针对 本 专题 
的 近代 发 展 作 综合 性 的 介绍 , 内 容 简 明 扼 要 , 重点 突出 , 有 分 
析 , 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 

本 丛书 已 拟定 的 选 题 计 有 :; 《线性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
法 ?、《 数 论 变 换 >、《 数 值 有 理 逼 近 >、< 和 矩阵 特征 值 问题 >、 
«Soboley 空间 引 论 >、《 计 算 组 合 数学 >、< 样 条 与 逼近 >、&< 有 限 
条 形 法 >、* 广 义 逆 失 阵 及 其 计算 方法 >、< 非 线性 方程 迭代 解 
法 ?>、《 有 异 摄 动 >《Walsh 函数 及 其 应 用 ?>.《 多 项 式 最 佳 逼 近 >、 
《 坏 条 件 常 微分 方程 数值 解 >、< 最 优 控制 问题 的 计算 方法 >、 
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< 板 壳 问题 非 协调 方法 >、<“ 外 推 法 > «4418 9» «Ῥαάό 逼近 >、 
《Monte Carlo 方法 >、.<《 差 分 格式 理论 >、.< 高 维 偏 微分 方程 数值 
解 ?、& 初 值 问题 差分 方法 ?等 二 十 余 种 ， 将 于 一 九 八 0 年 初 起 
陆续 出 版 。 
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近年 来 , 数字 式 信号 处 理 在 无 线 电 电 子 学 领域 如 遥感 、 自 
动 控制 等 方面 , 甚至 在 无 线 电 电 子 学 以 外 的 地 震 、 石油 勘探 、 
医学 技术 等 部 门 都 获得 了 广泛 的 应 用 ， 采 用 线性 变换 的 方法 
是 数学 上 分 析 线 性 非 时 变 系 统 的 一 种 手段 ， 其 中 最 常用 的 就 
是 离散 傅 里 叶 变 换 (Diserete Fourier Transform， 简 写 为 
Ε"Ρ), 1965 年 Cooley 和 Tukey 提出 了 离散 傅 里 叶 变 换 的 
快速 算法 (East Fourier Transform, 简 记 为 FFT), 大 大 节省 
了 计算 工作 量 ， 从 而 缩短 了 处 理 时 间 ， 因 此 ， 七 十 年 代 初 期 ， 
许多 部 门 中 都 已 使 用 了 ΕΡΤ. 

但 是 ， 在 数字 信号 序列 的 长 度 Ν 很 大 的 情况 下 ， 利 用 
ΕΕΤΤ, 计算 量 仍然 很 大 ， 用 FET 做 一 个 Ν 点 的 复 信号 变换 ， 
大 约 需 要 W logs 次 复数 乘法 及 入 1ogs 太 次 复数 加 法 ， 利 
用 FFT 的 循环 卷 积 特性 计算 Ν 点 的 循环 卷 积 ， 需 要 三 次 变 
换 及 次 复 乘 ， 同 时 还 存在 舍 入 误差 , 从 而 不 能 得 到 高 精度 
的 卷 积 ， 此 外 , 由 于 DFT 的 基本 函数 是 三 角 函 数 , 所 以 必需 
预先 贮存 基本 函数 . 

能 不 能 在 保持 循环 卷 积 特性 的 前 提 下 ， 采 用 比 三 角 函 数 
更 为 简单 的 基本 函数 呢 9 正如 本 书 & 中 所 证 明 的 ， 在 复数 域 
内 ， 具 有 循环 卷 积 特性 的 唯一 变换 是 ῬΕΊ, 因此, 在 复数 域 
μι, 不 存在 既 具 有 循环 卷 积 特性 、 基 本 函数 又 比 三 角 函 数 更 简 
单 的 线性 正 交 变换 ， 但 是 , 事物 是 发 展 的 , 最 近 提出 的 一 种 以 
数论 为 基础 的 计算 循环 卷 积 的 方法 , 已 引起 了 人 们 的 重视 ,这 


--- 1 一 


种 方法 就 叫做 数论 变换 . 

数论 变换 是 在 以 正 整数 Μ 为 模 的 整数 环 ( 域 Zw 上 定义 
的 线性 正 交 变换 , 所 用 的 运算 法 则 是 数论 中 的 同 余 运 算 , 它 在 
Zu 上 既 具 有 循环 卷 积 特性 ， 基 本 函数 又 是 由 整数 的 方 医 梅 
成 特别 是 Fermat 数 变 换 (Fermat Number Transform, 简 
记 为 FNT)， 其 基本 函数 由 2 的 方 宕 构成 , 变换 长 度 入 一 2”, 
因此 ,在 二 进 制 计算 机 上 ，FNT 根本 不 用 乘法 ， 仅 为 移 位 操 
作 , 且 具 有 FFT 类 型 的 快速 算法 . 又 由 于 是 模 运 算 ， 所 以 不 
存在 舍 入 误差 , 从 而 能 得 到 高 精度 的 卷 积 ， 此 外 , 也 不 需要 基 
本 函数 的 贮存 ， 但 是 ，FNT 也 有 缺点 . 主要 是 它 没有 物理 
意义 , 在 信号 处 理 中 不 能 运用 中 间 过 程 ; 其 次 是 估计 误差 有 困 
难 ; 再 次 就 是 字 长 比较 受 限 制 , 不 够 灵活 , 并 且 所 需 字 长 与 变 
换 点 数 之 闻 存 在 着 严格 的 关系 。 尽管 如 此 , 数论 变换 在 发 展 
中 将 会 不 断 地 完善 起 来 ， 

本 书 从 数学 的 角度 较 系 统 地 介绍 了 数论 变换 的 原理 ， 性 
质 ,快速 算法 ，Mersenne 数 变换 ，Eermat 数 变换 , 伪 Fermat 
数 变换 , 复数 数论 变换 , 二 维 数论 变换 和 减少 字 长 的 方法 , 最 
后 介绍 了 它 在 其 它 方面 的 应 用 以 及 它 所 应 用 的 代码 . 其 中 的 
定理 和 公式 ， 都 严格 地 做 了 证 明 . 为 便于 不 熟悉 数论 基本 知 
识 的 读者 阅读 ， 在 第 三 章 还 介绍 了 一 点 必要 的 数论 基本 知 
识 , 

本 书 在 写作 过 程 中 , 始终 得 到 孙 本 旺 教授 、 汪 浩 教授 等 许 
多 同志 的 热心 支持 和 帮助 , 特 表 示 感 谢 . 

由 于 作者 水 平 所 限 , 书 中 难免 有 错误 , 恳切 希望 同志 们 批 
评 指正 
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卷 积 与 循环 卷 积 


设 两 个 长 为 立 的 序列 wm 和 h(n 一 0, 1, …, 太一 1)， 其 
卷 积 是 指 ” 


--- Ἂ-ι 
y= Ὁ! αμν,,-- σαν, n=0, 1, -., Ν--1). (1) 
k=0 k=0 


其 中 假定 % 一 加 一 0(m<0)。 这 种 卷 积 在 用 电子 计算 机 进行 
信息 处 理 时 是 经 常用 到 的 (了 ) 式 的 算 阵 表示 是 


* 通常 在 数字 滤波 等 应 用 中 , 将 直到 两 个 长 度 不 同 的 序列 zn(%=0, 1,…， 

M1—1), hn,(n=0, 1, “ Ms 一 1) ,其 卷 积 

Μι-1 Μι 1 

n= δ) Όκληως Ὁ αμ ει 
k=0 k=0 
(2 一 0，1，…，11 十 2 一 2; 00 一 加 一 0 πςθ). 

但 这 种 卷 积 可 以 通过 补 零 变 成 长 度 相 同 (长 度 均 为 办 1 十 M2 一 2) 的 卷 积 (1) ， 输 
出 序列 να 的 长 度 亦 为 M1 十 用 2 一 2。 例如 zn (2 二 0, 了 ,hn(n 一 0, 1, 2, δ), Ες 
卷 积 yn 的 长 度 应 为 4, 即 


Yo | ho 0 
γι hi ho ll wo 
- | ῶ 
Ya ho hi οι | 
Ys hs ho | 


在 所 给 序列 z 和 hh 的 后 面 补 零 而 成 为 长 度 为 4 的 序列 (αυ; ανν 0,0)，(hos hii， 
入 ,ha)， 作 它们 的 如 下 卷 和 


9ο - Πο η wo 
δι - hh ho 0 21 . (b) 
52 ἴα hh ho 0 | 
Ya | ha ho ἃν ἧο ΙΙ 0. 


让 计算 知 , (4) 式 和 (b) 式 所 得 结果 相同 。 
由 于 上 述 原 因 ， 内需 研究 如 正文 1) 式 屠 样 序列 长 度 相同 、 卷 积 序列 长 度 亦 
相同 的 卷 积 。 


ψι [ο] ho 0 σι 
98 |=| hs oi ho (02 (0) 
YH—1. pw- hy hws … ho | |_ Wy .| 
通常 用 列 矢量 来 表示 序列 mm 和 υ.(α--0, 1,…, Ν- 1), 
比如 要 求 下 列 两 序列 的 卷 积 : 
1 Ti 
2 --2 
ὠτι ο. 网 = 1) 
一 2 
1 1_ 
按照 (了 D 式 或 (1) 式 , 我 们 有 
yo| | 1 1Γ 1 1 
μμ] |-2 1 θ 9 0 
yz |=| 1 一 2 1 0 |=| 一 8 
Ys 0 1 一 3 1 一 3 0 
ία 1 0 1 —2 τι 1 .6 


直接 计算 (1) 式 , 大 约 需 要 Ν᾽ 次 乘法 和 Ν᾽ 次 加 法 , 当 Ν 
很 大 时 , 其 计算 量 是 超 量 的 , 实际 上 难以 完成 且 很 费时 间 。 因 
此 ,寻求 快速 算法 以 节省 时 间 就 是 一 件 有 意义 的 工作 . 

通常 ,通过 循环 卷 积 来 计算 (DD ， 所 谓 两 个 序列 αι(η--θ, 
1, 祖 一 和 如 (wn 一 0, 1，…, 太一 1) 的 循环 卷 积 是 指 


Ν-ι N—1 
Yn = δν Οι ον 一 之 ων ὃν 


(n=0, 1, κ... Ν--1), (2) 


| go ho γι hy hh vo 

δι (η ho Jw-i τν ἦα Ωχ 

ο =| ja hr ho »' hs πο |. (93) 
αλ - 1 _ hwy-s jw ae hy-a … ho | γι | 


《2) 式 中 的 符号 “pr 表示 整数 上 模 Ν 的 最 小 非 负 剩余 , 也 就 
是 整数 妈 被 正 整数 Ν 除 所 祭 的 非 负 整数 , 例如 
《724=3， «στα, 
从 卷 积 与 循环 卷 积 的 定义 ( 式 上 和 式 (3)) 可 知 ， 它 们 是 
不 同 的 .比如 上 例 中 两 个 序列 的 循环 卷 积 就 是 ， 


gp | 1 1 0 1 一 2 1] [oi 
Yi 一 2 1 1 ὁὐ 1 2 1 
ys πι 1 -2 1i1 1. 0 0 /=| 一 5 | 
Ys 0 1 —2 工 ἘΠ} 一 2 

yl) 1 ο 1 -2 1l 111 6. 


下 而 的 引 理 说 明 如 何 用 循环 卷 积 来 计算 卷 积 . 

引 理 1 两 个 长 为 W 的 序列 w 和 加， 其 卷 积 (1) 可 通过 
如 下 的 两 个 长 为 2W 的 序列 各 (n=0, 1，…, ΒΝ -- 1) ΒΙ δι 
(ω--θ, 1，，…, 2W 一 1) 的 循环 卷 积 来 计算 


设 
Αα ΜΙ n=0, 1, 3 Δ -1, (8) 
Όρ -, 
0, 其 它 ; 
Γρ, n=0, 1, +, N—1 
δν ηλ 2 2 ? ͵ 3 4 
0, 8: 多 


名 和 饥 的 循环 卷 积 记 为 加 ， 即 


办 = Σ Shen (n=0, 1, “““ 2Ν -1), 
则 | 
Yn — Ys (n=0, 1 τὴ, Ν--1). (6) 
证 明 μά, Εν (9) 8, 3 π-θ, 1, ο, 入 一 1 时 ,有 
δη 一 μα ἂχ hr, 一 Σ wph (η --ελεν« 
54η, £=0, 1, ... Ν-1 ΒΗ, 有 
ο -οΝ- 1 -η-ἑς«Ν--1, 
由 定义 (4) 知 ， 
fh 0<n-heN-l 
... -| 0, —(N-_D)<n—h<0,; 
故 从 一 Σ Opj2 ν. 
由 假设 , 当 2<0 时 , ἦ,--0, 故 
9.-- Ἐ js ον ΤΕΕ, 
k=0 
读者 如 果 用 矩阵 形式 写 出 序列 和 和 和 的 循环 卷 积 冰 
(n 一 0, 1, ---, 2Ν -- 1), 则 可 明显 的 看 出 加 的 前 面 六 个 值 恰 
是 ΚΩ 和 加 的 卷 积 gm 一 0， 1, μα) Ν- 的 值 . 
在 实际 应 用 中 ， 还 可 能 遇 到 一 种 有 别 于 (1) 式 的 卷 积 和 
(2) 式 的 循环 卷 积 ， 称 为 恒定 对 角 卷 积 (Constant Diagonal 


Convolution). 
N—1 
Yn = 2, ον (η--θ, 1, ΝΣ; Ν-1) . (6) 


式 中 下 标 出 现 负 值 时 , 不 再 如 (了 D 式 那样 有 为 =0, 也 不 如 (2) 
式 那 样 是 周期 的 U6 一 hws)，(6) 式 的 矩阵 形式 是 


-- 4 一 


Γ Yo | | Λο ἦα μα --- ο ο ας. | 


δι hi ho hy * ὃν) 1 
Γρ] 一 | hs 如 ho I: δν Ws |. (7) 
| WYN-1 ασ] πο hy_a … jo 1 . ὯΝ. 1 | 


卷 积 (1) 和 循环 卷 积 (2) 都 是 这 种 卷 积 的 特殊 情况 . 式 (6) 可 
看 作 两 个 序列 (Φ0, αι, Θα, ''', ww-1) 和 Ry Pw-2) 
ὃς ου» --“ ho, 四 ἦν. Ὁ) 2 [8] {8-- ΕΤΗ. 

引 理 2 设 两 个 序列 wm (α-0, 1, .', Ν-1) ΜΙ}, 
(ni:= 一 人 十 二 -Ν-3,»'', 0,»'., 一 1), 其 恒定 对 角 卷 积 (6) 
可 通过 如 下 的 两 个 长 为 2 的 序列 各 和 所 的 循环 卷 积 来 计 
算 . 


设 
ny -0, 1, ”3 Ν-!, 
名 Φ 
0, 其 它 ; 
0 =0 
{i (9) 
δν γη n=1, 9) »'', 2Ν-- 1, 
ὦ, 和 ὃν 的 循环 卷 积 记 为 9:， 即 
2N-1 κ 
Yn = > ΕΝ ΗΝ (n=0, 1, 1... ΘΝ-- 1), 
k=0 
则 | 
Ynty = Yn (n=0, 1, ΜΝ; Ν--1). (40) 
证 明 Ἥπν-0,Ί1,.., Δ 1], Β(8)ΣΝΛΙ, 


κ 2Ν-1 Ν-1 
YntN 一 2 0 有 was 一 Deh tna 


由 于 当 w， ὦ--θ, 1, -“ NN 一 1 时 ,有 
1<n+ Nh<2N—1, 
故 由 (9) 式 知 ， ΕΝ ιν =h, yr = hx. 


N-1 
于 是 niw = κο. 证 毕 . 


这 个 引 理 中 的 名 和 应 人 =0，1，…，2N 一 全 是 由 几 和 
通过 补 零 和 适当 移 位 形成 的 .读者 仍 可 用 循环 卷 积 的 矩阵 
形式 ( 式 (2))， 来 表示 及 和 欠 的 循环 着 积分 (ω-Ο, 1, ».., 
2 六 一 1)， 利 用 矩阵 的 分 块 相 乘法 ， 不 难看 出 欧 后 面 仿 个 
值 就 是 内 和 , 的 恒定 对 角 卷 积 y, (rm 一 0, 1,-.:, Ν΄. 1) ΗΒ. 

引 理 1 和 引 理 2 分 别 将 (了 D 式 和 (6) 式 化 作 循环 卷 积 . 循 
环 卷 积 可 用 变换 法 计算 一般 常用 的 变换 为 离散 依 里 叶 变 换 
(ΕΤ. 

DFT 的 定义 如 下 , 设 序列 v(m 一 0, 1, «.:, 入 一 1 ,变换 

Χν- Boy (%=0, 1,..., N—1) (1) 


称 为 DFT， 其 逆 变 换 (IDFT) 为 


wp — FYE" (n=0, 1, .…, N—1), (12) 
其 中 Wy=e Ἡ, 
利用 复数 域 上 入 阶 单位 根 的 性 质 
1 Ἐν. {1 P=0 (modN), . 
万 名 στο p#0 (modN), 49) 


不 难 证 明 (1l) 和 (2) 确 是 一 对 互 道 变换 事实 上 , 将 (12) 式 
代入 (1D) 式 ,得 
(x 


n=0 
ανν»). ᾱ-ο,ι,»., NW-1 
Ν νι m | 7 ΤΡ» Ξ ; )， 


利用 (13) 式 , Ἠ ΑΙ ΓΑΙ Χα. 
(31 式 和 (412) 式 可 写作 如 下 矩阵 形式 ， 


一 6-- 


(X)=Ty(%) 
(ϱ) — THX) 
go | Xo 
σι Αι 


其 中 ， (2)—| ο | «τι < ν 


. Όν-ι | 
1 1 τν 1 
1 Wy Wi ΨΥ 
Ty=| 1 W% WS ND), 


1 Wi WD WE 

1 1... 1 了 
ml 1 1 Wa ... "να ν 

Ν Ν ， : . 
1 Wai- D., ... 


DFT 最 重要 的 性 质 是 循环 卷 积 特性 ， 即 两 个 序列 w 和 


的 DFT 的 乘积 等 于 其 循环 卷 积 y; 的 DFT 
Fr= ἂν Hr ({--0, 1, ΠΣ Ν--1), 


或 
DFT{y =DET{o'DETA. 
这 是 由 于 _ _ 
Υα- ορ, 种 二 Σ ΙΓ Σ μοι ων ΗΝ 
n=0 
Ν-ΙΝ 


一 Σα (δημίθςῃ..πχν Ἡ 2 
15 σν--πι---, 则 
N—1 Ν-1--πε 
Yo Σαν. Σ, ho ΤΊ | 
m=0 t=—m 


(14) 


ΝΑ Wtm - Wutm 
而 >) ho, Ἀπ 一 之 ho ΡΝ 
三 一 所 =—1 


Ν-πι-1 κα 
+ Σ ho ΡΝ", 
{σὺ 
ή κα ) 
由 于 jn = hw,, κ DW +m ， 
- ως km 
故 Σ) ho WET Ὁ Λιν 
1=—m I=N—im 
< OFm) EY DEHm) 
所 以 要 om 时 Pt 
ἰ----πι = 


Ν-1 «- NW—l ΝΑ 
ΤᾺ Y= σαι, ΣῚΛΗ ΤΡ» |- Bor Ὁ ΜΑ 
-Χχ Πε 

利用 DFT 的 循环 卷 积 特性 可 以 计算 两 个 序列 内 和 
λιίη--0, 1, ---, 一 1) 的 循环 卷 积 y, 这 只 要 分 别 计算 和 和 
δ, 的 DFT， 即 Χι, 瑟 ， 将 它们 相 乘 就 得 到 y 的 ῬΕῚ, ΒΝ 
了 一 了 Xp* Ην (4 一 0, 1，…, 本 一 1)， 最 后 将 Ys 进行 反 变换 
(IDFT), 就 得 到 ys。 示意 图 如 下 ， 


- 


5) 


由 上 可 知 ， 利 用 DFT 的 循环 卷 积 特性 计算 长 为 六 的 序 
列 的 循环 卷 积 , 需要 两 次 正 变换 , 一 次 逆 变 换 和 Ν 次 乘法 . 一 
次 变换 需要 N? 次 乘法 ， 所 以 共 需 要 37 二 和 次 乘法 ， 当 六 
较 大 时 , 计算 量 很 大 , 比 不 用 变换 法 而 直接 计算 人 循环 卷 积 的 计 
算 量 大 得 多 . 但 是 如 果 六 是 高 度 复 合 数 ， 特 别 当 入 =2”(m 
为 自然 数 ) 时 ,用 快速 依 里 时 变换 (FFT) 进行 计算 , 计算 量 大 


一 日 一 


为 减少 ， 一 个 Ν 点 的 变换 用 了 TFT 计算 约 需 Wlogs*Y 次 乘 
法 ,降低 了 两 个 数量 级 . 如 果 {δν} 的 变换 预先 计算 好 ， 那 么 
用 FFT 实现 Ν 点 的 循环 卷 积 只 需 2N loga 入 入 次 乘法 . 正 
是 由 于 FFT 的 出 现 ，DFT 才 成 为 实用 的 方法 . 

以 数论 为 基础 的 计算 循环 卷 积 的 方法 ， 在 国内 外 已 引起 
了 重视 ,这 种 方法 叫做 数论 变换 (NTT).。 特别 引 人 注 目的 是 
NTT 中 有 一 种 Fermat 数 变 换 (FNT)， 这 种 变换 只 需 加 法 
(减法 ) 及 移 位 操作 而 不 用 乘法 , 从 而 提高 了 运算 速度 , 这 一 点 
已 为 在 通用 计算 机 上 的 运算 结果 所 证 实 ， 对 于 实现 长 度 不 超 
过 256 的 序列 的 循环 卷 积 ，EFNT 比 FFT 缩短 了 时 间 达 三 至 
五 倍 ， 下 表 列 出 了 Β. Ο. Agarwal 与 G. 8. Burrus 在 ΙΒΜ 
370/155 计算 机 上 实现 不 同 长 度 序 列 的 循环 卷 积 时 ，FFT 与 
FNT 所 需 时 间 的 比较 : 


表 1 实现 长 度 为 N 的 实 序列 的 循环 卷 积 计时 


其 中 , RT 为 FNT 的 一 种 快速 算法 ;(*) 是 用 的 二 维 RT. 


FNT 还 消除 了 ΕΕ) 带 来 的 舍 入 误差 ， 故 能 得 到 高 精度 
的 卷 积 , 并 且 也 不 需要 基 画 数 的 存 贮 , 从 而 节省 了 存 贮 器 ， 但 
是 , FNT 也 有 缺点 , 主要 是 它 没有 明显 的 物理 意义 ;序列 {w,} 
的 变换 {ΧΑ} 不 再 是 频谱 , 因此 中 间 过 程 不 能 如 DFT 那样 用 
来 测速 或 测 频 , 同时 估计 误差 有 困难 ; 再 就 是 字 长 很 受 限 制 ， 
不 够 灵活 . 但 随 着 数论 变换 研究 的 深入 及 其 算法 的 普及 ， 数 
论 变 换 将 会 不 断 地 完善 起 来 . 


-ν 
具有 循环 卷 积 特性 的 变换 结构 


考虑 一 线性 非 奇异 变换 允 , 其 元 素 记 为 tm(Cb πο-0, 1, 
1 


ἴο»ο to,1 ta to | 
t1,0 [ΠῚ ἕνα '"". ἔινν- 
TDP=| to,o 加 并 too … οι |. (Ὁ 


.... ἐν--1»0 ἔν αι ἕν ας ..» zw-1N-1 .| 


记 序 列 "和 甩 的 变换 各 为 Χι, Ην, αι 和 轧 , 的 循环 卷 积 yj 
的 变换 为 Ys, 即 


(Χ) -Ῥ), 
(Β) -ΤΟ., (3 

ο) τα). 

Ἐν ”如果 变换 下 具有 如 下 性 质 
Yi= Xi Hs (1--0, 1, .., Ν--1), (8) 


则 称 卫 为 具有 循环 卷 积 特性 的 变换 . 
定理 1 变换 全 具有 循环 卷 积 特性 的 充 要 条 件 是 
ρα ὦ, m=0, 1, ωμά) Ν-- 1), 
Ἠήτα ΙΛ 阶 单位 根 ， 也 就 是 说 , 了 必须 且 只 须 具 有 形状 ; 
* 和 如果, mm 在 范围 0, 1 ο, Ν--1 之 外 ， 则 作 如 下 周期 延 拓 ; 


εδ, m=ty, ms te,mtN μπιν 


一 10 一 


1. 1 1 1 ᾗ 
1 α αἳ «αἴ 
T=|1 oo αἲ ND 


1 αὐ αλ --ᾱ). 。 κανα _ 


(4) 


ΕΗ ” 先 证 充分 性 ， 设 卫 具 有 ( 少 的 形状 .由 于 


Να 
故 Υν-- yr Σὶ [ δὲ απλα κος or 
= n= 1 一 人 
Χ-ΙΝ-Ι ; 
Ξ ος πο ο ， 
m=0 n=0 
1Β πι πι, ΙΙ 
Ν-1 Ν-πι-1 Ν-ΙΝ-Ι 
γι- bp3 | ο δω ao] = gao km+El 
m=0 i=~—m m=0 ἰ-0 


3 ο”. ΣΙ ha = Ἐκ’ Hy. 
上 面 第 二 个 等 号 之 所 以 成 立 , 是 因为 


一 十) ντ 
harws Ίων» α )--α ) 


的 缘故 . 
再 证 明 必 要 性 . 
一 工 λ-ι 
Fi= Σ tn,nYn = Σ ἔχη [ ED wnlen-ns | 
N~1N~1 
一 4; men -ma ἔχη, 

m=0 n=0 

记 多 一 入 一 1, 由 于 


一 41 一 


harnys 一 Pov， ti, m+n = te,m, 


故 .-ι Χ--πε-1 N-1N-—1i 
ο ΜΑ |= ΣΙ Fonhitonrs (5) 
βΙΞ0 ἐξ---ην m=0 1-0 
和 一 
而 Xi Ἡ μία, 
m=0 
N-1 
Ἠν-- 2 haut, (6) 
由 假设 Y= XrHy (%=0, 1, ΝΣ; N—1), 
Χ-ΙΝ-1 Ν-ΙΝ-Ι 
得 到 ΣῚ Ὁ ο ΣΣ smitty. 
ηι--0 I=0 m=0 1=0 
由 于 序列 的 任意 性 , 就 得 到 


timrt=tpm ti (F, η, 1=0, 1, ο.» No—1); (1) 
在 (7) 式 中 , 令 m=1=0, 就 有 
ἕννο-- ἕν, οἳ 
在 复数 域 中 ,就 有 如,o 二 0, 或 者 ἐπιο-- 1, 
在 如 o=0 时 ,在 (7) 式 中 令 1=0,， 就 有 
trm=0 (ὦ, m=0, 1, ..., N—1), 
于 是 变换 矩阵 了 就 为 奇异 矩阵 ， 我们 不 讨论 这 种 情况 . 
在 如 0o=1(% 一 0, 1, … 入 一 了 ) 时 , 了 的 第 一 列 元 素 悄 为 
1, 在 (7) 式 中 令 πι-]--1, 就 得 到 
ἔχ, ϱ-- το μα 
令 np 一 2, 1-1, 就 得 到 


— 3 
tbr, 3 = tx, 2° ty, 1 = ἴδει 


继续 之 , 一般 地 就 得 到 
χο (πι, ££=0, 1,.…, N—l1). (8) 
出 于 ὑπ nt nil ο 
赦 有 ty, ο Μπ μα... 
这 样 , 由 (8) 式 ,就 有 
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(1) (1, 


级 一 工 
(ἕν, m=0, 1, 1……, N—1). (9) 

这 就 表明 ἐν 必须 是 入 次 单位 根 . 
由 于 全 是 非 奇 异 的 , 故 全 的 任意 两 列 (或 两 行 ) 的 元 素 不 
能 相同 . 从 而 卫 的 第 二 列 的 各 元 素 如 + 的 任 两 个 不 能 相同 ， 
否则 , 不妨 设 如 ,1 二 妈 1 这 样 由 Φα, 有 ορ ε--ἰδι» ὄχι ντ μα, 
ΑΠ ΗΛ ἑοτ ἔι κν(τηςθ, 1, …， 六 一 1)， 这 表示 了 的 第 一 
行 元 素 和 第 二 行 元 素 相同 ， ηΎνηγηνς 又 由 于 在 复 
数 域 中 只 有 六 个 不 同 的 六 次 单位 根 ， 如 记 上 为 六 阶 单位 根 
( 即 父 是 使 性 = 工 成 立 的 最 小 正 整 数 )， 其 余 的 太 次 单位 根 
21) 1, α, α”, αὖ, …，o 不 失 一 般 性 ,可取 页: 一 邮 

从 而 取 


即 


胡 1 一 地 
(ᾱ--0, 1, «.., N—1), 10) 
这 就 是 了 的 第 二 列 元 素 . 
由 (8) 和 (10), 就 得 到 
bm 一 1 
(k, m=0, 1, οι, N—1). (11) 
这 就 证 明了 , 如 果 了 PD 具 有 循环 卷 积 特性 ,了 必 为 (4) 式 所 示 . 


证 毕 . 
定理 2 具有 (4) 式 结构 的 变换 是 可 逆 的 . 
以 
πω Α-Ία δη 
(ὦ, m=0, 1, ..., Ν--1) (12) 
为 元 素 的 矩阵 号 κιτ μθχεμβμε, μι ZU -TDP=- 工 其 中 了 为 
单位 矩阵 . 


证 明 


Γ1 1 1 - 1 
1 αἱ αν ... ας Ὁ 
U=N-1 1 ar? αἲ ... αι 
1 αν α-α-η,,, gH 


欲 证 明 TU 一 UT 了 ,只 需 证 明 
Να5 α”θ-α”''-"δμ-ῃ 


在 上 式 中 到 2 一 4 一 2%， 就 成 为 
ᾳ, p=0 (modN), 
0，7 去 0(modV )， 
1 ϱΞ0(πιοά)ΒΗ, Ἡ α""' -- 1(ηι--0, 1, 六 一 站， 从 
而 上 式 第 一 部 分 成 立 ， 当 w 考 0 (modN) 时 ， 设 pp=8N 二 It 
(1<I<N 一 1, 为 整数 ), 于 是 


Ν-1 δ αρ 一 N-1 δ ΩΡ (ΚΝ 1} 一 N-1 5 απὸ 
α.-θ =0 m=0 . 
因此 , 只 需 证 明 
Ν-ι 
Σα"-0 (1-1, 3, … Ν--1), 


1, b=n (modN), 
0, b#n (modN), 


Ν-1 
ΝΑΤ] απο. 


m=0 


由 于 
DB ara 1=0 (=1, 3, "η, N-1). 
又 由 于 一 1 了 0Q 一 4, 3, ':., 入 一 1), 故 有 
Fam0 (1=1, 2, …, 入 一 1)， 证 毕 . 


n=0 


推论 1 在 复数 域 中 , 只 有 DET 才 具有 循环 卷 积 特性 , 
由 定理 1 和 定理 2 知 ,在 复数 域 由 , 具有 循环 卷 积 特性 的 
变换 的 唯一 结构 是 : 


一 14 一 


Γ1 1 1 1 
1 α α .': αἴ 
Πτι 1 oo αἱ -.» αἲλ-Ὁ | (48) 


1 α-! 2-D WCG 一 1 


1 1 1 1 
1 eo! QO ο. ας 
ας πια α- απ. ον. Σ-Ὁ 


1 ασ) α-0Δ-1),,,α-Ω-11 


其 中 是 复数 域 上 的 任 一 Ν 阶 单位 根 , 通常 取 
α- ο Wy, 
此 即 DFI， 当 取 其 它 的 Ν 阶 单位 根 时 , 如 
a=e! HF, (p,N)=1, 
这 时 的 变换 矩阵 下 与 DFT 的 了 仅 行 的 顺序 有 差别 .因此 ， 
如 果 不 计 这 个 差异 , 则 在 复数 域 中 , 只 有 DFT 才 具 有 循环 卷 
积 特性 . 
推论 2 具有 ( 少 式 结构 的 变换 是 正 交 变换 , 
Ῥ 的 行 矢量 记 作 gmkm==0, 1,，…, Ν --Ἡ), 那么 
go= (1, 1, 4,.…, τ), 
φι-- (, 6, α”, κ. αἲ Ἱ), 


er 


ΣΙ απ) ᾽ 48) 
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称 gm 为 变换 了 的 基 函 数 , 两 个 基 函 数 gw gm 的 内 积 定义 作 *， 
Cg φο- Σὶ φι(ώλα»). (6) 
根据 这 个 定义 及 定理 2 有 


Ν-ι 
«Φ,, Φα) = Σ ανα πος 


Ν k(n—m) 
... 


50 


-= © 


ΔΝ, m=n modN), 
0, m 考 nCmodN), 
这 表示 基本 数 系 {gw 四} (m, 一 0, 1, ο, Ν-Ὁ 是 正 交 函 
数 系 ， 即 ( 少 式 的 变换 是 正 交 变换 . 

本 节 的 定理 1 和 定理 2 是 在 复数 域 上 证 明 的 ， 它 说 明了 
DFT 具有 循环 卷 积 特性 ， 反 之 , 具有 循环 卷 积 特性 的 变换 必 
为 DFT (除去 行 的 排列 顺序 的 差异 外 ).， 因此， 在 复数 域 上 ， 


不 存在 既 具 有 循环 卷 积 特性 .基本 函数 又 比 Ww-。! 池 简单 


的 变换 . 换 句 话说 , σι τα 的 DET 是 复数 
域 中 具有 循环 卷 积 特性 的 最 简单 的 变换 ， 但 是 ， 
2r 


-#1 -2 Dx .. 
Wy=e 了 00 jsin yy, 


其 实 部 与 虚 部 一 般 是 无 理 数 , 由 于 运算 时 位 数 有 限 , 不 可 避免 
地 会 带 来 误差 , 与 Ww 及 其 方 赛 的 乘法 也 是 很 麻烦 的 .因此 ， 
如 果 想 改进 由 于 DET 的 基本 画 数 太 复杂 而 带 来 的 一 系列 缺 
点 ， 首 先 必 需 在 其 它 数 域 或 数 环 中 来 讨论 ， 序列 α, ΤΙ Λι ΤΙ 
以 认为 是 整数 序列 (在 数字 信号 处 理 中 , 输入 、 输出 及 匹配 滤 
波 器 的 单位 脉冲 响应 均 可 当 作 有 界 的 整数 ， 这 只 需 把 最 小 的 

ΒΒ ΧΡ (Ρο, Μὲ“, Fw- Όσο, V1,…,Dw-1!) 的 内 积 定义 
Ἀ «ν, t= VD 


单位 取 作 了 力 , 从 而 想到 以 正 整 数 ΜΗ 为 模 的 剩余 类 环 ( 域 ) Zx. 
在 整数 环 〈 域 ) Zw 上 能 否 构 造 出 具有 循环 卷 积 特性 、 基 本 函 


数 又 比 χα 简单 的 变换 呢 ? 回 答 是 肯定 的 . 

我 们 不 对 一 般 的 具有 单位 元 素 的 可 交换 环 且 来 讨论 具有 
循环 卷 积 特性 的 变换 的 结构 ,只 指出 , 在 Zw 上 ，a 只 要 满足 
一 定 的 条 件 ( 参 阅 候 ， 定 理 1 中 的 变换 了 仍 具有 循环 卷 积 特 
性 , 并且 还 是 可 逆 的 , 其 道 变换 人 -就 是 定理 2 中 的 口 ， 这 些 
正 是 本 书后 面 要 讲 到 的 数论 变换 的 内 容 . 

为 了 更 好 的 使 读者 理解 数论 变换 ， 下 一 节 较 详细 的 介绍 
一 些 本 书 以 后 要 用 到 的 初等 数论 的 基本 知识 ， 一 些 基本 定理 
的 证 明 , 如 果 不 是 太 复杂 , 也 尽量 给 出 , 以 便 读者 阅读 , 


--ϕδ-- 
数论 的 基本 知识 


一 、 整 数 的 整除 性 


1. δα, 2 是 任意 两 个 整数 ，28 关 0， 如 果 存 在 一 个 整数 
ᾳ, 使 得 等 式 c= ὃφ 成 立 , 就 说 3 整除 4, ἸπΕ δία, 5 是 4 的 
因数 (或 约 数 )，4 是 5 的 倍数 . 如 果 不 存在 整数 g 使 等 式 
α--ὖᾳ 成 立 , 那么 就 说 5 不 能 整除 α, 记 作 ὑήα, 

显然 有 

15 αα, Ί[α, Ἔ πια 为 任意 整数 ， 

2’ 4 α|ὃ, δ[α, 那么 4%= «ὂ, 

3” 如 果 ὃ]α, c15， 那么 cela (传递 性 ), 

4’ 如 果 clc, c|5, 那么 cia 土 5. 

ὅδ᾽ 19 οἱα, 那么 clc2. 
其 中 5，2D，oe 均 为 整数 . 

6” 设 4, 5 是 任意 整数 ,5>>0, 则 存在 两 个 唯一 的 整数 9 
和 7, 使 得 等 式 &= 0 十 7 成立 (0<7<0), τ 称 为 整数 @ 模 8 
的 最 小 非 负 剩余 ， 记 为 《as， 其 中 9 叫做 “不 完全 商 数 ”， 或 
简称 为 " 商 数 "”， 显 然 , 如 果 ”一 0， 则 jc， 如 果 7 关 0, 则 ὅχα, 

上 述 结论 中 的 9 和 7 的 唯一 性 可 用 反 证 法 来 证 明 ， 至 


“于 9 和 > 的 存在 性 是 很 明显 的 . 
设 ἄ--δῃ-!-υ, 
ἄ--δφι--τι, 


其 中 ， 0<7<0， 0ςτι«ὖ, 后 式 减 去 前 式 ， 得 
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ὅ(ᾳ-- σι) - (ην) =0, 

即 δίᾳ-ᾳ)--(-τι). 
如 果 τι, 不 妨 设 7>>r1， 于 是 0<7 一 ?1 过 5b. 但 上 式 的 左边 
是 5 的 信 数 ， 故 有 3|+ 一 "1?， 但 这 与 0<7+ 一 m1 “δ 矛盾 ， 从 而 
7 二 71， 于 是 《一 91. 

2. ἥξαι, ao ''', 0 是 nn 个 整数 (mn 之 2)， 车 整数 4 是 它 
们 之 中 每 一 个 的 约 数 ,那么 & ΒΗ 8 αι, α1, -.', αι 的 一 个 公 
约 数 , 所 有 公约 数 中 最 大 的 一 个 叫做 最 大 公约 数 , 记 作 (ca, αν, 
“:α)), ἵπλλ(αι, αὐ, ».', α)-1, 我 们 就 说 at αὐ, ''', αι Ἡ 
素 . 如 果 对 任意 两 个 与 (和 多 j<m), 13 (αν α) -1, 我 
们 就 说 gy, az, …， an 两 两 互 素 ， 如果 πι Ἔξαι, αὐ, --», α. 这 
% 个 数 的 倍数 ,就 称 m% 是 这 mn 个 数 的 公 售 数 ， 所 有 公 倍数 中 最 
小 的 正 数 则 做 最 小 公 倍 数 ， 记 作 [es, as,…, αι]. 显然 , 如 果 
正 整 数 σι, ὦ», “"'. αμ 两 两 互 素 ， 则 

[αι, ᾱ», -.-, ἀ.]--αιᾶ»--ᾱ-, 

关于 最 大 公约 数 , 有 如 下 事实 : 

1” 如 果 a 是 6 的 倍数 , 则 a 和 5 的 公约 数 的 集合 与 4 的 
约 数 的 集合 重合 , 特别 (a, ὁ) --ὂ. 

2’ 如 果 a=bg 十 7?, 00, 则 (4g, 分 = 03,7)， 

实际 上 , Η1 σ--ὂφ ιτ 可 知 ，% 和 的 每 一 个 公约 数 也 除 
Κεν, 反之， 和 7 的 公约 数 除 尽 4， 从 而 也 是 & 和 4 的 公约 
数 , 所 以 &, ὁ 的 公约 数 的 集合 与 5, 7 的 公约 数 的 集合 相同 ， 
从 而 (4, ὁ) -- (δ, τ). 

3” 设 勾 表示 任意 正 整数 , 则 (cm，bpm) --πι(α, 5). 


4’ Ἁα, ὁ) -ᾱ, Να, Ἡ)-1. 也 就 是 说 ,两 个 数 被 
它们 的 最 大 公约 数 除 得 的 商 数 是 互 素 的 ， 
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事实 上 , 由 3” 可 知 


5” 如 果 (4, ὁ) =1, 则 (ac, ὃ) = (ο, δ). | 

这 是 由 于 (ac, 5) 是 αὐ 和 δο 的 公约 数 , 由 于 4 和 5 ἘΠΕ, 
ἡζίας, 四 除 尽 c， 显 然 (ac, δ) ΒΕ ὁ, ἡλίαο, ὁ)](ο, ὃ). Β 
之 ,显然 有 (ec, 8)] (ac, δ), 所 以 (ac, ὃ) --(ο, δ). 

6” 如 果 (&, ὁ) =1, 且 5jac, 则 ὃ |ο, 

由 5° 知 (ge, ὃ) = (Ce, 了), 由 1° 知 (ac, 5)=56， 所 以 Ble. 

7 ”如 果 a1，Q2,…，am 中 的 每 一 个 与 加 ，52，…，b 中 
的 每 一 个 互 素 , 则 (4192…am,，b162*…04) --1͵ 

实际 上 , 由 5 ἈΠ, 

(αιάο4»-''ἄῃ, δν) 一 (csga…cnm， ὄχ) 一 (@a* Gm, Op) -»'' 

= (gn, br)=1 (k=1, 2, '.., νὴ, 
故 若 记 4= acgs…an， 有 
《Da0a3…D， A) = (ὅ»:--δ,, Α) στ (ὃν, Α) -1 

38” 两 正 整 数 a，5 互 素 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 整数 加， 

η, [8 
Ἴθι -- ὅηι-- 1, 

这 一 事实 可 用 网 几 里 得 轧 转 相 除法 证 明 ， 或 者 证 明 不 定 方程 
av 十 by==1 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 (a, ὁ) =1. 

9” 如 果 (&, ο)”--1, (ὦ, ο) --1, 则 (ab, ο) --1, 

由 于 《4, ο) --1, (6, ϱ) --ᾱ, 故 根 据 8*, 有 

amt- em =1, bmz+ ens=1, 


两 式 相 乘 , ΕΜ 
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aom+on=1. 

其 中 , ιτ: ΠΠ, τ-- bmsami 十 4mamz 十 Omima, 均 为 整数 ， 故 由 
δ᾽ ΜΠ, (αὖ, ο) =1, 

特别 , 当 (o, ο) = 工时 , (α", ο) --1, 其 中 中 是正 整数 

3. 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 它 的 正 约 数 只 有 1 和 它 本 
身 , 就 叫做 素数 ， 如 9, 8, 5, 7 等 都 是 素数 (2 是 唯一 的 偶 素 
数 ), 否则 就 叫做 复合 数 ， 

1” 设 整 数 &>>1, 则 4 的 大 于 工 的 最 小 约 数 是 素数 . 

这 是 因为 如 果 的 大 于 工 的 最 小 约 数 9 是 复合 数 ,那么 
9 的 某 个 不 为 1 的 约 数 gid<o<g 必 为 & 的 约 数 ,但 这 与 9 
的 人 性质 了 矛盾， 

2” 设 p 是 素数 , 则 对 任 一 整数 w, 或 者 (a, ϱ) -1, 或 者 
P|a, 二 者 必 居 其 一 . 

事实 上 , 由 于 (4, 2) |p, 而 2 是 素数 ， 所 以 (ga, ϱ) =1, 或 
者 (a, ϱ) 一 p。 在 后 一 种 情形 下 , pla. 

3” 设 2 是 素数 ， 如 果 p|a1*42，…*4s， 则 至 少 能 除 尽 
一 个 oll<E<n), 

这 是 直接 由 2” 得 到 的 ， 事 实 上 , 每 一 个 以 或 者 被 2 除 
尽 , ΞΟ ΡΞ, 如 果 所 有 的 wze( 丰 = 二 2，…，, 0) 均 与 p 互 
素 , 那么 D 与 clga…an 互 束 ， 这 与 ρ]αιαν'''α. 矛盾 ， 所 以 至 
少 有 一 个 αι 被 Pp 除 尽 . 

4” 任 一 个 大 于 1 的 整数 Μ 能 够 唯一 地 分 解 作 

M = pp pe, 4) 

其 中 , G6=1, 3，…， 引 是 正 整数 ，D (一 1，2，…, 58) 是 素数 ， 
ριώρι--.''««ρι, ΧΙΙ Μ 的 标准 分 解 式 . 
事实 上 , 设 2 是 允 的 最 小 素 约 数 ， 有 到 = 一 2MNa， 如 果 
M1>>1， 用 表示 Mi 的 最 小 素 约 数 ， 有 Ma = 人 Ma。 如果 
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Μ;»1, 同样 可 得 到 Μ.Μ. ΒΑΣ, 直到 Μ,--1 η», 
这 时 有 Με ιτ θι. ΡΕ Τ ΜΗ 的 一 个 素 因 子 分 解 式 ， 
Μ --ριριρε". δι. 
如 果 还 有 另 一 个 素 因子 分 解 式 以 一 gq19192…9qm-1， 则 
πα μα πώς 
等 号 右边 可 被 αι 除 尽 , 因此 由 8᾽ ΧΙ, 左边 至 少 有 一 个 因子 被 
gi 除 尽 ,不 妨 设 这 个 因子 为 Pi， 从 而 如一 qr, 在 上 等 式 中 两 边 
约 去 pi, αι, ΑΡΑ 
Pi [8 ,2D0-1 = gg2"" gm。 
对 这 个 等 式 重 复 应 用 上 面 的 推论 ， 直 到 将 右边 所 有 的 因子 全 
部 约 掉 为 止 。， 这 时 左边 的 因子 也 同时 全 部 约 掉 了 , 否则 就 有 
Ῥ''Ἕπ-α-1, 这 对 于 均 大 于 1 的 整数 ph 《m<h<n 一 1 是 不 
可 能 成 立 的 . 
最 后 将 及 一 p191 p92…ps-1 中 相同 的 素 因 子 合 并 ， 就 得 到 
标准 分 解 式 (1). 
例 1 设 % 为 大 于 1 的 整数 ，n! = 二 '2.3…% 的 标准 分 解 
n!=]I%, 总 [而 。 


ο Φις λα πας 


超过 % 的 最 大 整数 ， 例 如 [7] =7, [2.6]--3, [一 和 .75] 一 一 5 
等 . 

这 个 阶乘 的 标准 分 解 式 我 们 不 加 以 证 明 ， 读 者 可 参考 
文献 [10], 这 里 举 一 例子 说 明 该 分 解 式 的 应 用 . 

将 301 分 解 成 素 约 数 之 积 ， 

【 解 】 写 出 比 25 小 的 一 切 素数 


2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 38, 
然后 用 这 些 数 及 其 短 去 除 26, 写 出 整 商 部 分 , ΒΤ, 


故 961 -- 222.810.58.73.112.18.17 .19.23， 


二 、 关 于 以 正 整数 攻 为 模 的 整数 环 Zw 的 概念 


定义 1 如 果 两 个 整数 4,，5 被 一 正 整数 Μ 所 除 得 的 余 
数 相等 , 则 称 4, 5 模 认同 余 (等 余 ), 记 作 
αξΞξόὸ (modM), 
由 定义 显然 有 
1” 整 数 4 与 5 模 有 以 同 余 的 充 要 条 件 是 Μ[α--δ, 
2” 若 4==b (modM), 则 b=a (modM)， 
85 3 αξδ (modM), 5 三 c (modM)， 则 4==c (mod ΜΜ), 
4’ 车 4=6b (modM), 则 gs 土 c=6 二 0 (mod WM)， 
ac 二 bc(modWM), 其 中 6 为 任 一 整数 . 
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δ’ Ἡ αξ-δ(πιοᾷ 1), οξ-ά(πιοᾶ Μ), Π 
α-ξσξεῦ td(modM), ac=0d (mod M). 

6’ 车 ac=b0c(modM), 且 (ο, Μ)--1 (Η} ο7π Μ ΠΟ, 
则 αξ- ὃ (πιοά M). 

7” 3 αξδ(πιοάπιι) (ἐ--1, 3, :.., ο), ΠΙ 

=b (mod [m1, πιο, «'', ms]). 

8” 车 4 二 5 (modM), αι Μ, ἆ»0, ΠΙ 4 二 5(modd). 

9’ Ἡξα-εδίτιοάλΜ), ΜΙ (α, Μ)--(, Μ). ΠΤΙ, Πε ὦ 
能 整除 Μ Να, 5 二 数 之 一 者 , 则 ἆ 必 能 整除 6, 5 中 
的 另 一 个 . 

10’ Ἡ α--δίπαοαΛ), d 是 4, 5 及 以 的 任 一 正 公 因数 , 则 


以 上 事实 1°~10° 均 不 难 用 定义 二 加 以 证 明 . 例如 14”， 
由 于 & 三 0 (mod 服 )， 故 4 二 5 十 $8 服 ， 其 中 为 整数 所 以 
4 一 5 一 hM， 这 表示 Μ]α--ὁ. 反之， 如 果 Μ|α--δ, ΠΝ a 一 5 
一 hbM CE 为 整数 ), 这 表示 4 三 5CmodM)， 因 此 4 二 4b (modMM) 
等 价 于 Μ|α--ὔ. 

又 如 9°, 由 4 三 6 (πιοά Μ), 有 a=0+hM(E 为 整数 ). 根 
据 上 一 段 2-2”, 有 (g, Μ) -(, Ἠ). 因此 , 如 果 s 和 有 履 互 
358 δ ΠΜ 互 素 . 

ΒΕΊΠ 63, μι αοξξ ὑο(πιοά Μ), τς Μ|αο--ὖο, ΕΒΕ Μ]ο(α-- δ), 
由 于 履 与 ¢ 互 素 , Mte, 故 必 Μ]α--ὖ, 故 

a=b (mod ΜΜ}, 
这 里 读者 特别 要 注意 ,如果 ο 与 ΜΗ 3ς, 那么 虽然 有 
αοξςὐε(πιοᾷ Μ}, ἳ 
但 未 必 成 立 o=85 (modag)， 例 如 2.5=4.5 (mod10)， 由 于 


(ὅ, 10) -ὅ-ε1, 故 有 2 在 4C(mod 10), 这 里 一 般 有 如 下 事实 : 车 


ασεεζοίπιο) 1), 而 Ce, Μ) --ᾱ, 则 α-Ξὀ (moa 与 )， 


同 余 运算 是 数论 变换 的 基本 运算 , 读者 务必 注意 . 

定义 2 对 全 体 整 数 以 L 为 模 分 成 若干 类 ,将 对 模 隆 同 
余 的 整数 归 为 一 类 , 叫做 模 Μ 的 同 余 类 ， 于 是 就 将 全 体 整 数 
划 为 型 类 .从 每 一 类 中 到 出 一 数 作为 代表 ， 这 样 选 出 的 Μ 
个 数 所 成 的 集 叫 做 以 Μ 为 模 的 完全 剩余 系 ， 如 {0, 1, … 
及 一 4} 就 是 以 Μ 为 模 的 完全 剩余 系 . 由 于 这 是 从 每 一 类 中 
取出 的 最 小 的 非 负 整数 , 所 以 称 之 为 非 负 最 小 完全 剩余 系 , 10 
作 Zr 

以 后 各 节 中 ，Zx 均 指 

Zy={0, 1, ».., M—1}. 

在 完全 剩余 系 Zx 中 , 加 法 和 乘法 的 意义 如 下 : 

设 ,1EZn. 

加 法 ， 当 十 1 计时, 十 1 二 和 十 

3 ΚΕΕΠ, 十 1 一 6 十 一作. 
乘法 及 =7+, 其 中 如 =g 履 十 7, θκγ«Μ, g 为 整数 ， 
这 样 的 加 法 及 乘法 也 可 表 作 
ἔἠ-ἰΞεξη-ἷ-- M (modM), 
Kl=r (mod M). 

在 代数 中 ， 如 果 一 个 数 系 对 于 加 法 (减法 ) 和 乘法 是 封闭 
的 (当然 加 法 和 乘法 还 必需 满足 交换 律 、 结合 律 及 分 配 律 等 
运算 法 则 )， 就 称 这 个 数 系 为 数 环 (这 里 指 交换 环 )， 由 于 在 
Zu 上 定义 了 加 法 和 乘法 , 不 难 验证 这 样 定义 的 加 法 和 乘法 是 
满足 交换 律 、 结 合 律 及 分 配 律 的 , 并 且 Zrx 对 于 加 法 和 乘法 是 
ΗΝ, κ Zrr 是 一 个 数 环 ， 称 为 以 4 为 模 的 整数 环 ， 这 里 
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Ζν 对 于 加 法 和 乘法 是 封闭 的 , 是 指 Zw 中 的 任何 两 个 元 素 作 
加 法 和 乘法 (\ 按 上 面 所 定义 的 加 法 和 乘法 )， 其 结果 仍 为 Zu 
中 的 元 素 . 

Zw 是 有 单位 元 素 的 环 ， 工 是 它 的 单位 元 素 ，0 是 它 的 零 
元 素 ， 对 于 ez0, 且 4€Zx， 存 在 Zu 中 的 52， 使 4+b 一 0， 
叫做 < 的 负 元 素 , 记 作 一 4 

取 负 : -ᾱ-Μ-}, 

减法 ， ἡ--ἵ- μη (--Ὁ. 

例 2  Μ--τ. Zy= {0, 1, 3, 8, 4, 5, ϐ), 

加 法 ， 1--8--4, δη-6--4 

Ἐπ. 4.0--6, 3.8--6͵ 

取 负 ;， 一 5 一 7 一 5 一 2 

减法 ，3 一 5=3 圭 (~5)==3 填 2=5. 

从 上 定义 可 知 , Zw 中 的 加 法 (减法 ) 和 乘法 就 是 通常 正 整 
数 模 Δ 的 加 法 和 乘法 . 

设 5EZxr，9 和 0， 如 果 存 在 5EZx， ὅλο, {18 αὖ-1, 
则 称 2 为 & 的 道 元 素 ,， 简 称道 元 ， 记 作 c 1 (显然 , 4 亦 为 5 的 
πι). 例如 , 在 例 2 中 , 由 于 2.4 1(πιοᾶτ), 35=1(mod7)， 
0.6Ξ:1 (ποτ), {ια 2 1 一 和 8-1=B, 4”1--2, 5-1--δ, 6-+=6, 
1.1. ΠΗ͂Ι, δι 中 除 零 元 素 0 外 ， 每 个 元 素 都 有 道 元 ， 但 
当 Ἠ--6, Ζο--{0, 1, 2, 8, 4, 5 中， 除去 1 和 王 有 逆 元 外 ， 
2, δ, 4 31248170, 

定理 1 Ἰσςζα, αφθ, 在 Gx 中 存在 逆 元 18 
条 件 是 (z， 形 ) =1. 

证 明 ”充分 性 . 

Ἰξία, Μ) --1, 这 时 存在 整数 m, τ, 使 

απι- ΓΗ --ἰ 


于 是 om 一 1= (--) ΝΜ, 亦 即 απιξ] (πιοάἨ), πι ΒΗ α-", 
必要 性 . 
设 4 14 二 1 (modM)， 那 么 4-10 一 1 十 mM (πι 为 整数 )， 
τα 1σ1-(- πι) Μ--1, 这 表示 ία, Μ) --ᾱ, Ενα ΜΠΕ, 
推论 1 如 果 Μ 为 素数 ， 则 Zw 中 每 一 个 非 零 元 素 均 有 
道 元 . 
这 是 因为 Zw 中 每 一 个 非 零 元 素 均 与 Μ 互 素 的 缘故 . 
推论 2 如果 1 为 一 素数 , 则 Zi 为 一 整数 域 , 称 为 以 正 
整数 Μ 为 模 的 整数 域 ， 在 这 种 情况 下 ， 设 K,， δει, ὑπ0, 


CD-1 
5 . 


在 代数 上 , 称 一 交换 环 为 域 (或 体 ) , 是 指 这 个 环 至 少 有 一 
个 非 零 元 素 ， 并 且 对 于 它 的 任 一 非 堆 元 素 都 存在 着 元 ， 这 里 
当 ML 是 素数 时 ， 根 据 推论 1，Zx 中 每 一 个 非 零 元 素 都 有 逆 
元 , ΜΗ, Ζω 为 域 | 


三 、Euler 函数 及 Euler、Fermat 定理 


定义 8 给 定 正 整数 政 ， 不 大 于 ΜΑΣ Μ 互 素 的 正 整 
数 的 个 数 记 作 pC(M)， 称 gp(M) 为 Euler 函数. 

例如 ,p (DD) --1, ϱ(9) -1, φ(8)--3, φ() 一 np 一 1(p 设 为 
素数 ) . 

定理 2 如 果 将 M 分 解 为 素数 因子 的 乘积 ΜΗ." 
人 2( 为 正 整数 ，2: 为 互 异 素数 ), 则 


von- 人 -人才 (和 
Ημ, Μ--12--.2».8, 则 
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ρ(19) =12 (:-1) [--}-ε 
推论 1 如 果 开 是 素数 , 则 
pM)=M—1. 
推论 2 车 信和 wv 是 任意 两 个 互 素 的 正 整 数 ， 则 
φ(μν) --φίω)’φίν). 
这 只 要 对 正 整 数 jv, pp, ν 分 别 利用 定理 32， 并 注意 凡 ， ν 
没有 相同 的 素 因 子 即 可 得 到 . 
定理 3 就 自然 数 ΜΗ 的 一 切 约 数 作 Euler 函数 ， 则 这 些 
所 作 的 诸 Euler [8 8:2 ἩΙΞΕΤ Μ, 即 
Σιρία)-Μ, ἈΠ αι. 
例如 ，M =12, 其 约 数 为 1, 3, 3, 4,6, 19 有 
φ(1) 十 22) 十 23) 1-φ(4) 十 206) Γφ12) 
二 4 十 1 十 2 十 2 十 2 十 4=12. 
定理 和 《Euler 定理 ) 设 用 为 任 一 自然 数 ，& ΜῈ 
素 的 任意 整数 , (6， ΙΓ) --1, Π| aeoD2 一 工 可 为 开除 尽 , 即 
ao 三 本 (modM). 
定理 5 《Fermat 定理 ) 若 2 为 一 素数 ，4 为 与 7 互 素 的 
任意 整数 , Π α’-᾽--1 可 为 p 除 尽 , 即 
at (modp), 
这 是 由 于 在 M = ?2 为 素数 时 , φίρ) =p 一 1 的 缘故 . 
Fermat 定理 在 数论 变换 的 证 明 中 经 常用 到 ， 下 面 给 出 
一 个 不 利用 Euler 定理 的 证 明 ， 显 然 
(a+1)?=a+1 (modp), 
两 端 同 时 减 去 4 十 1， 有 
(α--1)Σ--(α--Ί) Ξα--α (modyp), 


由 此 知 ， 如 果 p|la? 一 s， 则 p| (α--1)2-- (ας). 显然 有 
2 了 一 二 故 p12? 一 2,…, 因此 ,一 般 地 成 立 %|e? 一 4, 即 
αἲξασ (modn), 
由 于 (4, ϱ) --ᾱ, 故 
ari=1 (modp). 
推论 。 设 2 为 素数 , αρ ἘΚ, ΜΙ 


2--1 


a ΣΙ, 全 -1 
中 必 有 一 个 为 2 的 倍数 ， 即 
0 全 = -1 (modp) 或 qi =1 (mod»p) 
二 者 必 居 其 一 . 


四 、 孙 子 定理 


设 ai， 6ο, 91, "'', Uk 为 整数 ， νι, Τα, "9 My 为 正 整 数 ， 
称 
w=q (modn), 


w= (πιοᾶπια), Cxx) 


αξίαν (πιοάπικ) 

为 联 立 一 次 同 余 方程 组 。 如 果 有 一 整数 使 得 
ἶται (modm), 
ἴξασι (modms), 


ee 


ἵξαν (πιοάπιν) 
成 立 ， 则 称 1 为 联 立 同 余 方 程 组 的 解 ( 或 根 )， 求 同 余 方程 的 
解 , 叫做 解 同 余 方 程 . 
定理 6 (孙子 定理 ) ἀξπιι, πιο, -»', mw 为 两 两 也 素 的 


个 正 整 数 ， Me =， ιτ πυμΗι, ἧ--1, 2，…， 轧 则 同 
余 方 程 组 (**) 的 解 是 
w= MI Ma + ΜεΜιαο-.' t+ Mi ναι (modm). 
其 中 , MM 二 1(modm:), ἐ--1, 3, ::., Ἔ, 
例 8 解 同 余 方程 组 
4 三 了 (modb), 
αξξδ (πιρᾶθ), 
αξ4 (mod7)， 
w=10 (mod11). 

[81 此 时 ，m=5.6.7.,11=2310, Μι--θ.τ.11--462, 
M2=—5°.7.11—385, Ms—6.6.11=380, Ms=$5.6.7=210, 
解 同 余 方 程 

MM,=1(modm), ἐ--1, 2, ὃ, 4 
18. Μι-8, Μ;-1, Μι--1, Μι-1 [ΗΨΜΓΛΕΒ, ΒΝ 
ΦΞε1»8.4621-6.1-8851-4»1»8801-10»1»210 
三 6731 寺 2111 (mod2310). 


五 、 以 形 为 模 的 整数 环 Ζμ 中 的 单位 根 


定义 4 设 4 是 Zx 中 的 非 零 元 素 , 如 果 存 在 正 整 数 广 ， 
{8 α’--1(πποάλμ), Πα ΕΖ. τμ Ν ΧΑ. ἀπ Ν 
是 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整数 , 即 a* 寺 1 (mod MM), α τει (1--1, 
2, ,入 一 1) (mod 和)， 风 称 4 是 对 模 用 的 六 阶 本 原单 位 
根 , 而 称 Δ 是 4 对 模 用 的 阶 数 . 

如 果 4 对 模 阴 的 阶 数 是 pLM)， 则 称 α 基 模 间或 Zu 
的 主根 (元 根 ). 

例如 , Μ--10, a 一 3, 出 于 


ϑί--8, 87-50, 85-.1, 384 二 1 (mod10)， 
所 以 3 是 对 模 10 的 4 阶 单位 根 , 又 由 于 9(10) =4, 所 以 3 是 
模 10 的 主根 . 
19 ξαξΖι, απλο, α Ἂ ἄμ 由 的 单位 根 的 充 要 条 件 是 
(α, Μὴ --ι, - 

这 是 因为 ,如果 α 与 M 不 互 素 , 但 6 为 Zx 中 的 单位 根 ， 
αἲξς](πιοάἩ), ἆ»-1, ἨΔ Β α-αἱ-1ΞΞ1(πιοὰ ΛΓ), 这 表示 
ai 为 4 在 Zr 中 的 道 元 .但 这 与 本 节 定 理工 矛盾 ， 反 之 , 如 . 
ία, Μ) --1, 则 由 Euler 定理 ,有 Qa”?=1(modMM), 这 表示 
a 是 Zz 中 的 单位 根 (pC2) 次 ). 

85 如 果 4E€Zu, ax#0, 且 为 Zw 中 的 单位 根 , 则 a 在 Zu 
中 存在 着 元 0, 

这 是 因为 (4, Μ = 工 的 缘故 ， 

85 πα ΗΜ 的 阶 数 为 站， 则 工 ca， 只 …e 对 模 
Μ 两 两 也 不 同 余 . | 

事实 上 ， 如 果 αἲξ-αν (mod )，0<85<I<， 那 么 就 有 
or 二 1(mod 了 HH), 0-[--ἑ-«Ν, 但 这 与 4 对 模 ΜΕΝ 
盾 . 

4’ {Πα ΜΠΕΚ Ν, 又 存在 另 一 个 正 整数 m 使 
α᾿Ξ1 (πιοά Μ), ΠΒ 

Ν|3, 
特别 ΝΙΦ(Μ), 

事实 上 , Ἕ π--αΝ {τ 0O<r<N， 9 为 整数 )， 则 由 于 α" 
ΞΕΩΝ 1 ΞΕΓΙΞΕΊ (πιοά Μ)., [ῈΈ αἈᾺΜ ΙΒ Ν, ἐκτ-ο, 
ΒΤΝΙΠΞΟΝ, 这 表示 六 lw. 

由 4° 可 知 , 要 求 a 对 模 Μ 的 阶 数 Ν, 只 要 对 φ(Μ) {ΠΕ 
整数 约 数 验证 就 可 以 了 ， 例 如 , 要求 5 对 模 12 的 阶 数 , 只 要 
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对 所 的 2 次 方 和 4 次 方 来 试验 就 可 以 了 , ΚΕΝῊ φί3)-4Α, 
它 有 正 整数 约 数 1, 2, 4, ΠΠ δ᾽ ΞΞ1(τιοὰ!2), 故 6 对 模 12 的 
阶 数 是 2, 

推论 设 及 为 一 素数 ，a αν Μ 的 阶 数 为 W， 则 广 必 
ἌΜ-ι 的 约 数 。 又 如 果 吕 为 Μ-- 11-41, Β Zw 中 
μα 为 阶 数 的 正 整数 的 个 数 为 w(G). 

这 推论 的 前 一 部 分 可 由 4° 直接 推 得 , 后 一 部 分 证 明 较 困 
难 , 这 里 从 赂 . 

δ Ματ ὃ 411 Μ ΠἿΕ, Β. σξ:ῦ Cmod 有 下), 则 a 和 5 对 
模 ΜΗ 的 阶 数 相同 . 

事实 上 , 设 5 和 对 模 寻 的 阶 分 别 为 Wi Νο, 由 于 = 
(πιοά Μὴ), Κα αἲ.ξξ ὁδ. (πιοὰ Μ), Η1 7 αι Ἰ(πιοὰ ή), ἐμ δ/--1 
(πασά), 这 表示 Was 和 Wi, 同 理 可 证 Νο τι, 所 以 Wi 一 Na 

6” 如 果 & δὲ Μ 的 阶 数 为 W， 又 设 1] 六 ρα α΄ ΠΣ 
用 的 阶 数 是 也 

如 果 9 为 模 Ν 的 主根 , 则 4g 二 对 模 ΜΗ ΒΙΔΟ8 Ν. 
其 中 六 是 2(MD) 的 任 一 约 数 . 

人 Νι Μ-ρι»ρθ'.'ρε, αἈ ΒΕ Μη ΒΤ ΧΚΑΙ Ν, ἈΠῈ οἰ 8 
μια Ντα, 2, …, 8), 则 

ΝΞΞ[ΝΙ, Νι, .'.', Νε], 
证 明 ， 由 于 α΄Ξε1(πιοὰ Μ), ΒΓ ϱ1Β 
αἲξε1(πιοᾶμ) (ὁ-- 1, 3, ..., δ), 

ΜΜ, ΝιΝί-1, 2, …，8)， 这 表示 太 ἭΝι, No, ..., Ν. 
的 公 倍 数 . 下 面 再 证 明 人 Ἢ Νι, Νὲ, ''., Νι 的 最 小 公 倍 数 
[Ni, Νο, -.., Δε], 

由 于 入 =d[ 和 N,Ns,…, Νε, 其 中 必 为 正 整数 ， 所 以 有 
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αἲ Qu Na" λα). [αἴη Ns 


三 ] (modp’) (=1, 2, ''', δ), 


ΜΜ αἲ--1 (πιοᾷ 1). 
但 是 由 于 & 对 模 Μ ΗΝ, κά-1 所 以 
N= [Ni Na N,], 

这 表明 , 如 果 4 对 模 避 GG 一 1,2, …, s) 的 阶 数 为 Ν, ΒΕ 
么 对 寞 于 的 阶 为 六， 但 是 反之 未 必 成 立 , 也 就 是 说 ，& 对 
模 的 阶 为 六 ,未 必 对 模 你 的 阶 为 六 . 例如 ， 到 = 巧 =3.5. 
2 对 模 15 的 阶 为 4, 但 对 模 3 的 阶 为 2, 对 模 5 的 阶 为 4 显 
然 [2, 4] --4, 

8” 模 履 有 主根 的 充分 必要 条 件 是 Η-- 2, 4, φ', 20", 
这 里 a 为 自然 数 , p 是 奇 素数 . 

为 了 说 明 以 上 所 述 的 概念 和 性 质 , 举 一 例 说 明之 ， 

[4 设 M=7, Ζ1-{θ, 1, 3, 8, 4, 5, 6}. 

其 中 非 零 元 素 均 与 7 ΠΑΣ, 故 均 为 Zx 中 的 某 次 单位 根 . φ(Τ) 
6, 6 的 约 数 为 1, 2, 8, 6. Ας φ(1) = 工 个 一 阶 单位 根 , 即 
1: Ἐφ) =1 个 2 阶 单位 根 ， 即 6 Ἐφ) 一 2 个 8 阶 单位 
根 , 即 4 和 2 有 2(6) 一 2 个 6 阶 单位 根 (主根 ), 即 3 和 8 ΛΗ 
加 共有 9 (四 十 9(2) εφ (8) 二 2 (6) =6 个 ， 8 为 模 7 的 主根 ， 


那么 模 7 的 2 阶 单位 根 必 =3 ?一 83=6, 模 7 的 8 阶 单位 根 
4s 一 38.5 一 8?=2, 另 一 个 3 阶 单位 根 为 
gb 3 =B=26=4, 
六 、 勤 让 德 (Legendre) 符号 


如 果 如 下 二 次 同 余 方 程 


Cn 


m=a(modp), (g, ϱ) =1 
有 整数 解 ， 就 称 a 是 模 2 的 平方 剩余 ， 否 则 称 a 为 非 平方 番 
余 ， 当 是 奇 素数 且 (4,p) =1 时， 由 Fermat 定理 的 推论 知 


p~1 n—1 
w=1(modp) Ε ασ --ἶ(πιοᾶρ) 


二 者 必 居 其 一 。 前 一 种 情形 ， 由 wr-!=1(modp) 和 a Ἕ --1 
Cmodp) ,根据 本 章 二 中 的 5°.6° 可 得 2=a(modp), 易 见 o 是 
模 p 的 平方 剩余 ,后 一 种 情形 , 易 见 4 为 非 平方 剩余 

7 (2) 
为 勒 让 德 (Legendre) 符 号 ， 其 中 是 奇 素数 ， 它 对 所 有 不 是 


和 的 倍数 的 整数 w 都 有 定义 ， 定 义 它 为 
(Ξ)-{ 1，& 是 素数 %p 的 平方 剩余 ， 


ΝΣ 1, 5 非 平方 剩余 . 
有 (5, σα (modp), 
于 是 有 如 下 事实 ; 
o 1/ 
1 (οτι 


(ος) συ. 
ὖ 


ο -- CT 

3 ”如 果 αΞθ(πποςρ), 则 (9. 

这 是 因为 属于 同一 类 的 数 同 是 平方 剩余 或 同 是 非 平方 剩 
祭 的 缘故 . 


4 反 转 律 ”如果 2 和 9 都 是 奇 素数 , 则 


λαο) 
特别 ,如果 2p 和 & 都 有 形式 4m+8, πὶ 
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-的 


而 如 果 2，9 中 有 一 个 有 形式 4m 十 1， 则 


反 转 律 是 非常 重要 的 定理 ， 我 们 在 证 明 Fermat 数 变换 
时 ,将 用 到 它 。 


----- 
一 维 数论 变换 


现在 , 在 2 讨论 的 基础 上 , 在 以 正 整数 1 为 模 的 整数 环 
(或 域 )Zxw 上 具体 建立 具有 循环 卷 积 特性 的 可 着 变换 . 
在 Ix 上 给 出 两 个 长 为 的 序列 wm。 和 如 及 其 循环 卷 积 


Yn, - 
vo ho 
05. δι 
(ο --| ο | (人 = ο | 
_ TN-1 _ _ how | 


Ν-1 


Yn = σολ ον (π--θ, 1, '', N—1). 
考 虚 可 道 变换 也， 作 变 换 
(及 )=T (0) (mod M), 
(H)=T (hh) (mod M), 
(7)=T() (mod M). 
完全 同 2 中 的 讨论 , 欲 使 具有 循环 卷 积 特性 
Yi=XxH(modM) {({--θ, 1, -.., 1-1), 
只 须 工 具有 结构 


1 τα 1 ελλ ας 
1 α αἱ ... αἱ 


ΤΞ|1 ϐ α- -... αὐσ-Ὁ | (modM), 


1 αν αὐλ-Ὁ ... Nl) 
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其 中 取 作 模 到 的 六 阶 本 原单 位 根 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 当 ΛΙ --ρῇ-ρ-.ρΒ], a 不仅 对 模 民 的 
阶 数 为 六 ,而 且 对 模 凤 = 二 2，… ο) γ1 375 κ Νὴ, Ἔ 
列 一 对 变换 互 为 逆 变 换 ， 
设 mEZxu (m=0, 1, 2, …, Ν--1), 则 称 
Zr= Σὲ αμα (modM) (4--θ, 1, ..., 一人， (1) 


一 
os 号 Xuormu(modlif) (n=0, 1, --., Ν- 1) (9) 
κΞθ 


为 数论 变换 (NTT). 其 中 EZIxr， 不 妨 设 Ν222, 
ἜΤ ὑΜ-γριρι. ρε, ΗΠ" 
15 ΛΤΣΤΕ ὔι 上 存在 ， ΕΟΟ, Δ -1 
2" αλ) ΜῈ ΝΒ 5} ΑΛ: 
8 αἩ]ϊριώ-1, 2, :'', ε) 的 阶 数 亦 为 W 时 , (1) 与 (2) 
为 一 对 互 逆 变换 . 如果 Μ 是 素数 , 则 条 件 2’ ΑΗ δ', 
证 明 和 欲 使 2) 成立 ,必须 入 -! 在 Zw 上 存在 , 即 
(Δ, Μ) -1, 
将 (2) 代 入 人 ,得 
χ.--Σ ρα ( Ν- Ἔλα» ) (mod Μ). 
ΑΧΠΕΒΗ (2Η (2) 为 一 对 互 道 变换 , 必须 且 只 需 有 
1, ᾗ--πιξθ (modN) 


.-ι 
Ν- π{Κ-- πι) -Ξ: | 1 
Ἕνα 0, km#0 (GnodN) (Δ). 


若 记 j=% 一 m, ΙΛ (1) 与 ( 幼 为 互 着 变换 的 充 要 条 件 为 


χεὶρ. | 1, j==0(modN) 
所 0, }-1,3,--., N—1 


现 设 (也 与 (2) 为 一 对 互 道 变换 , 显然 ΝΕ Zw 存在 , 且 


(modM). (3) 


(3) 式 成 立 ， 这 时 必须 有 
of 去 1 (modM) (}-1,3,»,, Ν--Ὅ, 

否则 ,如 对 某 个 j(l<j<VW 一 人， 有 二 1(modM)， 那 么 由 

(8) ,就 及 二 0Cmod4), 但 这 与 (WN, 有) 一 矛盾， 另外 ,在 

(3) 中 取 j 一 1, 在 (3) 式 两 端 乘 以 a 一 1( 才 0), 得 
ov=1(modM)., 

这 表示 a 对 模 ΜᾺ Ν 阶 本 原单 位 根 . 

由 于 (8) 式 成 立 , 显然 有 
到 os=0 (modp:) (j=1, 3, 1. N—1), 


同样 必须 有 α’-ε1 (ταοάρ)(]--:1, 3, »'', ΜΝ», ἘΠΙΜΗ 
到 ΝΞεθ(πιοάρρ), ΚΞΝ, Δ) = 工 矛 盾 . 再 在 上 式 中 取 1--ἶ, 
并 在 两 端 乘 以 a 一 1, 就 可 得 到 αἲξξ1 (πιοᾶρ)). 这 正 玫 示 w 对 
模 p.(% 一 4，2,…, 3) 的 阶 数 为 六， 此 即 必要 性 . 
再 证 充分 性 ， 
ΒΗΗΤ α ΧΕ ϱι(ὁ--{, 2，…， 中 的 六 次 本 原单 位 根 , 故 
ρα -ἶ (151, 3, ..., Ν--1: t=1, 3, »'», 8). 
由 于 pi 是 素数 ， 所 以 (μι, oi 一 1) --τ (1-1, 3, '»,, NN 一 J 
?一 4，2,,…, 8)， 又 由 于 


Ν-1 
(ὦ - 1) Σ af=a 人 一 1 三 0 (modp:) ; 


故 有 Σία" 三 0 (modwp) 
(j=1, Α, 1, N—1; i=1, 3, ».., δὴ, 
因为 《po αἲ-1) 1, Κα (18, α --1) -1(}-1, 3, ..., 
Ν-1. ὁ-1, 3, ».:,6), 又 由 于 
αἰ --15Ε0(πιοάλῦ (ἠ--1, 3, ».., Ν--1), 
所 以 有 Ο(Πα-Ό-ι1 (1-1, 2, ..,Ν-0, 
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而 (α'-1)Σὶ α"'ΞΞα’γ--1ΞΞ0 (modM) 
(1-1, 2，…， Ν-Ὸ, 

从 而 有 号 ex=0 (modM) (1-1, 5, .., Ν-1), 
再 由 入 存在 以 及 o* 二 modM), 敬 (1) 与 (2) 为 一 对 可 道 变换 . 

定理 证 毕 . 

定理 工 中 的 条 件 2 8 8’ 不 能 放宽 为 只 剩 下 2”. 如 果 只 
δι 23, (1) 与 (2 就 可 能 不 是 一 对 互 邀 变换 ， 例 如 

Μ--16-.8.6, α-λ, Ν-Α 

显然 , 在 Zas ή, 4 831150 4, a=2 对 模 165 是 4 阶 单位 根 ， 
但 变换 矩阵 了 了 为 ， 


可 


1 
1 
1 (πιοᾶ1δ), 
1 8 4 


Τ 是 不 可 道 的 (0 Ξ5δ(πιοά1δ), ὃ 与 巧 不 互 素 ， 故 在 Ζις 
中 , 8 的 逆 元 不 存在)。 这 是 因为 2 ΧΕ 8 ΕΒ 4355 
根 , 而 只 是 2 ΒΡΕ ΡΕ, 不 满 是 定理 1 的 条 件 8° 的 缘故 换 
名 话说 , πι528{ 加 =15, 入 =-g=2, 不 能 构成 可 逆 的 数论 变 
δα, ΛΑ δὲ, 2558 ΒΕ 
Σ2»--0 (j=1, 3, 8) (modl5). 
例如 ,到 1-2, 就 有 
ο ο στο 
因此 , 定理 工 的 条 件 是 缺 一 不 可 的 . 
定理 2 设 肛 = 入 3…p8, 当 且 仅 当 
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1 WW 了 在 Zx 上 存在 , 即 (N, Μ) -1, 

2” απ Μο G&G 一 1, 2,…, ϐ) 1 Ν 阶 本 原单 位 根 ， 
则 (DD) 与 (3) 为 一 对 互 逆 变换 . 

证 明 ΤαΧ|]Κριώ-1, 3, ''', 8) 的 阶 数 为 六 , 故 由 
8 五 中 的 7°, a 对 模 必 的 阶 也 是 入 .其 次 还 可 证 明 ， a 对 
Ῥερι(όσ-1, 2,…, ὁ) 的 阶 也 是 人 如 若 不 然 ， 设 存在 一 个 
1“Ξ-7}«Ν-1)ἈλέΤ-»υ 使 


| αἱ 一 1. 
那么 , 由 于 
(of --1) σαν ΞξαἩ/--1Ξ0(πιοᾶρε), (κκ) 
可 得 。 (DD 加 w=0(modp). 


由 于 假设 W-: 在 Zu 上 存在 , 即 (NW，M) =1, 这 时 必 有 有 
Σα"--0 (παοᾶρῳ. 
否则 ,将 α--1(1ποάρὸ 代入 
Σ)αν'--0 (modp)， 
ΒΒ 5.0 (ιοᾶρο), ση (Ν, 1) 一 1 的 假设 矛盾 . 由 于 为 
素数 ,所 以 (P， 避 "=1, 从 而 有 
(4, 3) -+ 
因此 , 由 上 面 (**) 式 , 便 有 ow 一 1=0(modpi)， 但 这 与 了 是 a 
对 模仿 Β.Σ. πι 
φήα’--1 (j=1, 3, .., Ν--1. i=1, 2，…，8)， 
ΧΗ α-1(ποᾶρ) ϱ--1, 3, ''., 8), 
所 以 α 对 模 wm 一 1， 2，…， 8) 的 阶 为 Ν. ΕΗ ΛΣ 1Ε ὄν 上 
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存在 , 故 由 定理 工 知 , (1) 与 2) 为 一 对 互 逆 变 换 . 

以 上 即 定理 的 充分 性 . 至 于 必要 性 , 基本 上 和 定理 1 的 
证 明 类 似 ， 事 实 上 ,由 于 (1 和 (2) 是 一 对 互 道 变换 , 由 定理 1 
知 , WN"! 在 Zw 上 存在 ，a 不 但 对 模 履 是 入 阶 本 原单 位 根 ， 
同时 对 模 p.(i 二 1，2,…, s) 也 是 入 阶 本 原单 位 根 ， 由 于 

(96, αἲ--1) = (δι, α --1)--1 
(j=1, 2, ο.» Ν-1:ὁ--1, 2, »'', 8), 
也 就 是 说 ， 当 Ptaf 一 4 时， χα’-1(}-Ὶ, 3, …, 一 1; 
-1, 2, …, 8)， 又 由 于 Me 一 1， 获 oa 一 4。 这 就 表示 
“是 模 殖 的 浆 阶 本 原单 位 根 ， 定 理 证 毕 . 
推论 在 定理 2 的 条 件 下 , 有 

(α--1, p=1 (j=1, 5, ο.» Ν--1ιὐ--1, 3, ».., 8). 

(α΄--1, M)=1 (j=1, 3, …, N—1). 

在 一 般 情 况 下 , a 如 对 模 ρὲ 的 阶 为 mw, τι ΜΉ, 
那么 就 不 一 定 有 (a 一 14,， μὴ ==1(7=1，2,…-，% 一 1)， 例 如 ， 
M=p 一 89, αἲ- 2 对 模 9 是 6 阶 单位 根 ,但 (2? 一 1, 9) 1, 
这 是 因为 (6, 9) =3 关 工 的 缘故 . 

在 定理 工 的 证 明 中 , 关键 是 

(af—1, Μ) --1(}--1, 3, --., Ν--1), (4) 
(4) 式 意味 着 , 在 ὄν 上 存在 βΒι(}-1, 3, ο, 和 一 了), 使 
βι(α---1)Ξ1(πιοά Μ) (j=1, 2，…， Ν--1), 
因此 有 
定理 3 设 MM 为 任 一 自然 数 , 当 且 仅 当 
1’ Νε δν ΓΕ, 即 (N, Μ)--1, 
2° α ἈΠ ἘΝ ΜΕΡΗ: 
85 在 2Zx 上 存在 B6;(j=1, 2, »'., 
Bi(o’—1)=1(mod M) - 


时 , (四 与 (2 为 一 对 互 进 变换 、 当 Μ 为 素数 时 ,条 件 2 包含 
条 件 3 . 
证 明 ”和 欲 使 (2 存在 , 入 :必需 在 Zx 上 存在 .而 


Ὁ α'--β, (DE α’--β/(ω”--1) 
=0(modM) (ἠ-1, 3, »., Ν-1), 
此 即 充 分 性 *. 
反之 , 当 
人 et=0(modM) (1-1, 3, -., δ- 1) 


时 , 1: αἲ -1--(α--1) Ὁ] α’--0 (ποὰλ), [3 ὢν Ἡ αἰεΊ 


(παρά Μ) (151, 2, εν, Ν-1), ἘΜΙΕΗΝ χε δι 上 存在 
矛盾 。 这 表示 a 对 模 用 是 入 阶 单位 根 . 
又 设 p 为 让 的 任 一 素 因 子 , 用 定理 工 的 证 法 ,可 以 证 明 
& 对 模 p 的 阶 数 为 入 , 故 (p, αἱ --1) --1(}-1, 2,9", Ν--1), 
ΤΑ, αἲ--1) -1{}-1, 3,…, 太一 了 ,这 样 ,a 一 1 在 2x 
ΕΤΕΠ, 记 为 B, 从 而 有 
Bi(ai—1)=1(modM) (j=1, 3, 1……, Ν--1), 
此 即 必要 性， 定理 3 证 毕 . 
定理 和 设 下 一 中 :做 … 僻 ， 当 且 仅 当 
ΝΙΟ (ΟΠ) = (入 一 二 βα--1, »'», δι 1) (6) 
时 , (1) 5162) 成 为 一 对 互 道 变换 。 其 中 
Ο(Μ) = (pi1—1, ρα-], »'', ps—1) 
表示 全 一 二 ps 一 1，…, ps 一 1 的 最 大 公约 数 . 
* 在 充分 性 的 证 明 中 ,似乎 只 用 到 a 是 Zu 上 的 Ν 次 单位 根 ， 而 没有 用 到 


是 对 借 履 的 台阶 单位 根 ,但 这 是 必要 的 , 如 果 对 某 个 j(1<j<W 一 1) ,有 w=1 
Cnmoaaz) . 则 可 得 到 = 0(moaaz) , 这 与 (7, 14) ~1 巴 拓 ， 
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证 明 如 果 (1) ΠΩ) 为 Zr 上 的 一 对 互 道 变换 , 那么 由 
定理 1, α 对 模 的 阶 为 W， 故 由 Fermat 定理 知 
Ν]φ(ρὺ κ. 2，…，8)， 


这 表示 广 δὲ ρι--1, 2 一 1 …， po 一 1 的 公约 数 , 所 以 有 
NIO(M) Ξ ΜΗΝ ps—1, κ... ps—1). 
此 好 必要 性 . 


有 反之, 如果 NIOCM), 即 N|p 一 1(i=1, 2, ».., Λ--1), 
ΕΡ(Ν, 2)=1， 所 以 入 1 在 Zw 中 存在 . 
其 次 , 由 8 五 之 8", 当 模 为 外 时 , 有 主根 存在 , 记 为 9 
ΒΗ 
{0 ΞΞἼ (πιοᾶρῇ) (2--1, 2 τὴ 8). 
ohh) 
记 m=g ὃν (一 二 8, κ. 8), 
那么 , o 对 模 亿 的 阶 数 为 六 ， 也 就 是 说 , ΕΣ 88 χν ἠ θ᾿ ας 
为 Y 的 本 原单 位 根 αι, 
αἲξ1(παοάρ) GG=1, 2,..., 8), 
由 孙子 定理 , 可 求 出 如 下 同 余 方程 组 的 解 . 
αξεαι (modpt) Ο-1, 2, ΠΝ; 8). 
其 解 可 写作 。 us Σ Μ/ Μαι(πιοὰ M), 
其 中 MM:=1(modpt) (一 二 3，…，8)， 
由 于 对 模 巡 的 阶 数 为 六 ， 故 “ 对 模 少 的 阶 数 也 为 
入 ， 于 是 , 由 定理 2 知 ， 这样 求 出 的 a ΞΜ, NW 一 起 便 给 出 


Zw 上 的 一 对 互 逆 变换 (了 D 与 2)， 
定理 和 证 毕 , 
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定理 5 在 定理 1~4 的 条 件 下 , 变换 (d) 与 (2) 具有 循环 
卷 积 特性 , 

定理 5 的 证 明 完全 与 2 中 定理 1 相间 . 

推论 在 以 正 整数 Μ 为 模 的 整数 环 Zux 上 , 具有 循环 卷 
积 特性 的 变换 的 最 大 长 度 是 

πας Ο(Μ), 

定理 4 极为 重要 , 它 使 我 们 能 对 给 定 的 正 整 数 ΜΝ 
取 变 换 长 度 六 ， 从 而 确定 wa， 以 构成 数论 变换. 关于 Μ, Ν, a 
的 具体 选择 , 将 在 6 及 Y 中 详细 讨论 ， 

总 结 起 来 说 , 本 节 讨 论 了 在 Zw 上 NTT 的 存在 条 件 ， 从 
上 述 定理 所 述 条 件 的 充分 必要 性 及 其 证 明 ， 我 们 实际 上 得 到 
如 下 的 结论 

设 Μ.--ρ0ρδ. 0, EZyw，a EZx， 则 下 述 诸 命 题 互相 
等 价 : 

1” (与 (2) 是 一 对 可 道 变换 ; 

3’ (Ν, M)=1, ία, M)=1, 
1, 40 (παοᾷ λ) 
0, 150 (πιο) 

85 (Ν, Μ)-1, ας Μ ΗΝ ΡΙΖΑ ΑΗ, α 是 模 
色 的 六 阶 本 原单 位 根 他 = 二 2, ''., 8); 

45 (ΟΦ, Μ) 51, α 198 ϱ (1-1, 2, ''', 8) ΚΝ 阶 本 原 
单位 根 ; 

δ’ (Δ, Μ)-1, a 是 模 有 以 的 丸 阶 本 原单 位 根 , 且 

(α--1, M)=1 (j=1, 2,*…, Ν--1). 

65 (Δ, Ἠ) --α, wx 是 模 寻 的 六 阶 本 原单 位 根 , ΕΙΤΕ Gx 
上 存在 ps, 使 Ba 一 4) 二 1(modM) (151, 3, ''', Ν- τι 

7° NIO(M). 


N—1 
N13 oo 三 { (modM); 


απο 
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从 上 述 命题 可 知 ，a 仅 是 模 弄 的 Ν 阶 本 原单 位 根 还 不 
够 ,必需 再 加 上 某 个 适当 的 条 件 ,才能 使 (1) 和 (2) 构 成 一 对 互 
道 变换 . 命题 0, D 是 今后 由 Μ, Ν 计算 a 的 基础 ， 由 命题 
G 证明 命 题 A 的 方法 ( 即 定理 4 的 充分 性 ) 是 由 了 f, 入 计算 a 
的 具体 步 又， 命题 和 下 使 我 们 有 可 能 讨论 复数 数论 变换 ， 
而 其 中 a 是 模 履 的 入 阶 本 原单 位 根 仅 是 必要 条 件 ， 


i ο. i αὐλ .- 


--ξᾱ-- 
例 、 数论 变换 的 性 质 


首先 , 通过 具体 的 例子 , 说 明 数 论 变换 的 构造 ， 


一 、 儿 种 典型 序列 的 数论 变换 


(一 )5- 函 数 序列 的 变换 
对 3 (信函 数 进行 采样 , 得 到 序列 
1 


CE 


图 1 


取 NTT 的 参数 为 Μ-- 11, 4, 4a= 生 由 和 中 定理 二 
可 以 证 明 , 以 这 些 参 数 可 以 构成 数论 变换 。 这 时 变换 甜 阵 T4 
为 
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1 1 1 11 [1111] 
1 α α αἲ 1444 
-- 1 α a oi 1 424: δ: 
1 αἳ αν α)| |1 40 4 ΔΡ 
Γ1 1 1 11 Γι 1 1 1 
1 4 —1 -ᾱ 1 4 16 18 (mod17). 
1 —1 1 一 工 1 16 1 16 
1 -ᾱ -1 4} |1 18 16 4 
所 以 
| Χο | ο 
δι Φι 
ΠῚ Χο 三 + 4 ον 
Χα. . 28. | 
"1 1. 1 111 η 
- Ἱ 4 16 18 0 - 1 cmodl7) 
1 16 1 16||10 1 


απ 18516 4ο] 11] 
ο, 和 Χι 表示 于 图 工 中 , 和 8- 函数 序列 的 DFT 一样， 其 


数论 变换 序列 (或 可 称 为 像 序列 或 谱 序 列 ) 是 常数 . 
(二 ) 一 个 恒定 值 的 采样 序列 的 变换 


设 一 序列 (4%) 为 
-.. 
化 1 
(ᾳ) = 化 2 -| 1 》 
ΜΝ 1 
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取 定 NTT 的 参数 Μ, Ν, α, 则 


Xo | 1 1 ... 1 | 1 
χι 1 α αὖ- 1 
(Δ}-| Χα l= 1 αἳ -.. αχδ-ηυ 1 
wl | 1 αἲ aa-D || 1. | 
-Ww- 
0 
=| Ὁ |(modM), 
0 


0 2 3 δ -1 
Ν 
Ὁ 1 2 3 Νε 


用 2 


ὦ, 与 ἂν 表示 在 图 2 中 . 

(三 ) 正弦 波 序列 的 变换 

ΧΠΙΕΊΔΙΚ σ(ϐ) --επ wt 的 一 个 周期 进行 采样 ， 所 得 的 序 
列 为 : 


σι 1 
(®) = ο] ο 
ws -1 


8 


取 NTT 的 参数 为 Μ-11, Ν-4, a 一 4， 变 换算 阵 Ts ΠΡΙ 1 
所 示 , 由 


-ol Γ Ο01ΓΙ 1 1 11Γ ο 

δι 1 1 4 16 18 1 
(2) - =T, = 

Χα 0 1 16 1 16 0 
Χι | -1| 11 18 16 4 -1. 
ΟἹ Γ 0 
一 9 8 

三 : 0 ΞΞ 0 (mod17). 

| 9] | -8 
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ὦ, 和 ἂν 表示 在 图 3 中 ， 变 换 结果 Χι 在 |--5» 5 


中 到 值 , 其 理由 见 6. 


二 、 数 论 变换 的 性 质 


NTT 基本 上 和 DFT 一 样 , 具有 如 下 性质 . 
(一 ) 线 性 
如 果 Τ{ωι}-- Χι, Τ{υι) = 了 xr, 那么 
Τίσα, ὂψεὶ -αΤ {αι} + oT {yn} -ᾱΚε!-δΥι, 
其 中 ας ὃ 为 常数 ， 了 表示 NIT. 
(二 ) 正 交 性 


(Ὁ 


记 变 换 了 的 行 矢量 为 {φι(π)}, 称 {9s《m)} 为 基 函 数 , 即 


{Φο(η)} = (1, 1, 1, μα.) 1), 
{91(%)} = (1, ᾱ, αἲ, ΝΕ; αὖ), 


{gs (n)} (1, αἱ, αι, ..., αἲ 1} ， 


{φν-ι (απ) (4, on!, aD, oo OY), 
基 函 数 内 积 的 定义 是 
Gp), p(n))= Dp) gn) (ο 1). 
于 是 有 


Ν-ι Ν-ι 
«φι(ου), Φι(π)} Σια" “= Σα"-Ῥ 


={ ῥΞ--ἷ (modN) 
1ο, 4-5. (modN) 
这 表示 NTT 是 一 种 正 交 变换 . 
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(mod M). 


(2) 


(三 ) 周 期 性 
设 Τίαι}--Χι, Τ Χαν 那么 有 
wtsy=n modM), ΧκινΞΕ-«Κείτιοὰ Μ), 9) 
其 中 , 5 为 整数 ，mw 5 一 0, 1, τη, 六 一 1， 这 表示 和 和 Χα} 
为 以 Ν 为 周期 的 周期 序列 . 
证 明 由 NTT 的 定义 可 知 , 有 


Ν-ι Ν-ι 
ρου Σ Όλα tSN) 2 αρα” παν ΗΝ 
前 一 n= 


Ξε So om= Χχ(παοά Μὴ (ἆ--!, ..., Ν--1), 


n=0 
同 理 可 证 wwraw 三 %, (mod Ἠ), 
另外 , 利用 αἲΞ1 (πιοά Μ) Ναι 和 ἂν 的 周期 性 , 可 以 证 
ΒΗ 
ο 5 ωρα”. (mod M), 
ο 3 . | (ὦ 
Ν- δὲ χα ΠΕΝ Xe (mod M), 


其 中 lg 一 p|= 入 一 1. 
为 了 证 明 (人 式 ,不妨 设 p=SN+r(0<r < 入 一 1, 8 为 整 


” 数 ), 4 二 p 十 入 一 J， 于 是 


ᾳ ΕΝΑΝ 1 ΕΝ-1 
>) αν 一 αμα = ΣΙ αι αἲξ 
ΠΞΡ n=BN+r l=r 


N—1l1 r+N—1 Ν-1 ?~—1 

= Swort ὃν σαῖ-- δ σιαν!- 5 wor 
l=r l=N d=r 1=0 
NW—l1 1 

-总 oo (ιο 14). 


同 理 可 证 (人 式 的 另 一 式 . 


(四 ) 对 称 性 * 
如 果 序 列 ος 是 对 称 的 ， 即 απο πων. η, 那么 其 象 序列 
也 是 对 称 的 , 即 
τι Χ | ἂν ν(ποά Μ) (人 =0 1, …， 1-1). (δ) 
如 果 序 列 m 是 反对 称 的 , 即 2, 一 一 4-, 一 一 zw-n, 那么 其 
象 序列 也 是 反对 称 的 , 即 
人 py 三 一 全 yp 三 一 人 ys (modM) (ᾱ--0, 1, ΠΠ Ν-1), (6, 
证 明 
Ν--α 一 N 十 1 Ν-1 
Χ.χΞ Σ wa 一 2. γα = » Φ. αν 
Ἐ σαῖς Χν, 如 果 α-υ--αι, 
-- Ην | (modM), 
一 ἐν πα΄ τε ἡππα,--αι 


对 称 性 可 叙述 作 ; 偶 序 列 的 象 序列 为 偶 序 列 , 奇 序列 的 象 序列 
为 奇 序列 . 
(五 ) 位 移 定理 
设 Τίαι)--Χι, ΙΙ 
Ῥω} ΞΕ: να "(mod ΜῚ, (7) 
其 中 ， mm 为 任意 整数 ， ---0, 1, κ... Ν--1, 
证 明 1 {ον} - ΜΠ mo 一 πμ αιας 
τα τν Σ War!= Χα” Κ(πιοάΜ), 
六 ) 循 环 卷 积 特性 
设 两 个 长 为 六 的 序列 mw 和 如， 其 循环 卷 积 记 为 办， 即 
y= Σἰανλο.., (ντ, 1," Ν--1). 
* 这 里 及 以 后 均 指 周期 序列 。 
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如 果 记 (Χε) Το), (8) ων αι -Τίν᾽;, 则 
Yr= Ry Πι(πιοάΜ) (ἠ-0, 1, ον Ν 1). (8) 
此 特性 在 & 中 已 经 证 明 . 
(七) 相关 特性 
设 两 个 以 信 为 周期 的 周期 序列 mm 和 hs， 称 


y= anhosn (n=0, 1, τ". Ν-1Ὁ 
为 序列 内 3! πει 的 互相 关 序列 ， 如 果 mm 和 加 相等, 则 称 为 自 
相关 序列 . 
设 Χι-Τίωι), Hr=T{h,}, Y= τίν}, 
则 
了 2 三 下 -re Hy yy- κ. Ην (πιοά ΛΙ) (下 一 0， 1,» ” .Ν-1), (9) 
证 明 
了 三 了 -Ὁ για" = Ξ [号 oo 
-Σ Σο, ha ενα” -Σ Van Σ Σλλενκα η 
利用 位 移 生理 理 , 有 
了 二 Σ Ορ μα "= Π.Χ τἕξΗιΧν-κ(πποά Μ), 


( 八 )Parseval 定理 
设 Χι-Τίαι), He=T{h,}, 则 


Να νι XK-1 
N λα δν Χνη-ε- Σ ΧιΗν.. (πιο4 Δ) 9 (10) 
N-1 N-1 N~1 
N Σ wh_s=N Σ Φρΐον.αΞΕ 2 ZpHr mod M). (11) 
特别 当 vn = ἶνι (n=0, 1, κ... 1 --1) 时 ， 有 
NS m= Χι-Χν- Xe Χν κοπο), (0) 
n=0 = 二 
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Ν-ι N-1 NWN—1 
Ν σα Ν Σ ΡΟ Xi(mod Μ), τὴ 
证 明 证 明 (10) 式 .，(1D) 式 的 证 法 相同 . 
加 Xa] 
N—i Ν-ι N—1 
Ρο (πολη), 
n=0 m=0 k= 
由 于 
ἘΞ ο. πΈεπι (πιο Δ) 
k=0 


0, n 才 mm (modN) Cod Μ). 


故 THN Ἐὲ αλ, (modM), 
在 复数 域 中 ，DFT 的 Parseval 等 式 为 
Ν Σ | wl τν. 


在 现在 的 情况 下 ， 上 起 不 再 有 意义 ， 因为 在 Zr 上 , 模 值 | 六 ,|? 
不 再 有 定义 . 

( 九 ) 快 速算 法 

在 复数 域 中 ， 当 是 高 度 复合 数 时 ， 特 别 当 六 = 2 时 ， 
DT 有 快速 算法 (FFT)，NTT 也 有 快速 算法 (N=2”"). 其 
推导 和 演算 完全 和 FFT 相同 ， 但 不 同 之 处 有 两 点 ， 第 一 是 
以 a 代 兰 FFT 中 的 到 sy, 由 于 ww 是 一 正 整数 ,不 像 FEFT 那样 
要 预先 贮存 基 画 数 Ἠ νι 第 二 是 每 一 步 运算 过 程 都 要 判别 一 
下 中 间 量 是 否 超过 Μ, 如 果 超 过 ,就 应 取 小 于 对 的 同 余 
值 , εἰ θη ᾽ξ δι, 

下 面 以 矩阵 表示 法 , 简要 地 推导 快速 算法 . 

设 变换 参数 为 ,N=8, o; αιςΖκ(α--θ, 1,..., Ν--τ), 
于 是 
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ἑ ἃ ὁ ὃ 


τν ἃ, ἃ 
SB Ἢ Ὁ 
ο ο ἢ 3 
απ ὃν 8 
ῳ 3 ἢ 
TS ο Ὁ 
9 
TT 


τι Ἢ Ὁ Ὢ 


§ δ 


κ- 
8 


员 δ 5 
Ss S S 8 


中 - 
Ἢ Ὅ 


[= Ec 
αι 


ΓΗ 
8 5 
所 ἃ. 


5, Ἡ 
5 Β 


(mod M). 


§ εξ ὃ σε ὃ δ ἃ 
L i 
ἰ ! 
τι Ὁ  Ὢ Ὁ ὃ ὃ δ 
τι Ἢ Ἡ Ὁ τι Ὁ Ὢ Ὁ 
τι “Ὁ se 
τι Ὢ τι Ὦ τι Ὢ τ. 
τη Ὁ ὸὁ 5 ὪἩ Ὢ ὃ Ὁ 
τη Ἢ Ὢ Ὥ τι Ὢ Ὦ ὃ 
η 5 Ὁ ο Ὁ ο 5 Ὁ 
τη τη τὴ τη Π τ! τ! τή 


1 1 

1 αἱ 
at os 
a οὗ 
a αἳ 
02 αἲ 
a α 
a αὗ 


1 1 
ot 
αἳ 
os 
a 
αὖ 
αὖ 
αἲ 


Χο 
χι 
Xa 
Xe 
.Χι 
Xs 
Xs 
.Χτ 


按 如 下 次 序 交换 矩阵 的 行 


如 果 注 意 到 ; 


11] 


αὖΞΞ-- 1(πιοᾶ ΜΜ), 


上 述 变换 矩阵 了 就 成 为 


) 
Ἔ Ἢ Ἢ 5 5 
| | | 
τα τι ο Ὁ Ὦ Ὁ 
ιν 
ν Ὁ 5 ο ὁ δ 
| | | 
τή τσ τί τί τπτ τν 
| 1 1 | 
BE ὃ 5ο 5 
| | | 
mm 
ΓΙ | | 
ss 
| | | 
τη τσ τη 四 τή τπτ 
| 
ΕΗ 


4 ͵ 

& 
α ὃν ， - μμ. 
记忆 一 Ἔ απ 
τ Ὦ | 
六 κ © | ΓΙ 
村 二 一 Ὁ 人 
Ξ κ μη 
ἃς κ ΠΕ ΕΕ... η 
τ ει τή τὶ ἃ δὶ 
中 地 | | | 
ΒΕ TT"T1 ο 

Ξε 
ΓΝ τη τι i 
κ | | | 
Hm 
中 
δὲ 图 ξ 
-- πε 
3} ἘΣ 


又 由 于 


i - ὶ 
| οι 
~ : τ. 
Γι : Ἡ 
四 εἲ I 1 } 
3 τή τή 
| | τά τη 
| 
τή 一 | - ΤΙ 
i 
下 κ 
τή τη 
τη Ἂ | τη τί 
τη τ- : 
Ν μ.μ... στ κ 
i | τή πι] ΕΙ 
1 
六 一 ] τι τη ῃ ὶ 
cl αι | τή τί 
τη τ 5 © τη τη | | 
| τη τή | 
| 
TY κ." ”| 
| 
| [ο] τ- τη ὶ 
SR ον τή τή ! 
τὴ ἡ ἃ ἃ τι τι 1 1 ἰ ο -- 
| | -一 一 一 
l i σα 
ἃπ  ν ν  ν Μ νὰ Ν 
κι )  . . 1 
区 
. 


| αἱ : 一 3 | | we 


α”ὶ --αἱ 


由 上 式 , 得 到 快速 算法 的 流程 图 如 下 : 


αἱ αἱ 
其 中 μα. - 或 


均 表 示 υ-υια 十 gm， 这 相当 于 ΕΕΤΤ 的 按 频 率 抽取 的 算法 ， 
同样 可 用 按时 间 抽 取 的 算法 , 读者 可 参阅 参考 文献 [1]. 

用 上 述 快 速算 法 ， 可 将 原来 所 需 的 入 ?个 乘法 降 为 
N logs 次 乘法 ， 如 果 “是 2 或 2 的 每 , 就 只 需 W IogsW 次 
移 位 操作 。 其 它 的 快速 算法 ， 可 参阅 本 丛书 快速 传 里 叶 变 
ἄν, 
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(十 ) 抽 样 性 质 

这 一 性 质 研究 如 果 将 序列 x 按 某 种 规律 重 排 , 其 象 序列 
按 何 种 规律 排列 的 问题 

Yn = Wepnyw (%=0, 1, κ... N—1) (12) 
是 序列 ο, (η--θ, 1,…, 入 一 了 的 一 个 重 排 *"”y 的 变换 为 
Vr= T{y η} 一 Σ 4 κα" 一 Σ Θ-ερρκα" (πιοά Μ ) . 

由 于 (p, 入 ) =1， 故 2p 在 Zy ΕΤΕΡ, ἙΗΡΊ ΗΝ 
互 素 , 妈 (p ,办 ) -1, 从 而 人 mp7x 《m==0, 1，…, Ν-- 1) 0, 


是 0, 1, 2, …, 六 一 [的 一 个 重 排 ， 在 Τε 的 式 子 中 作 置 换 
m= pw n=—0,1,*, N—1), 


xd Ν--1 
则 得 到 Υ5 > μα NAAES Σ ανα Ἕλνπε 
πιο m=0 


一 ἆ wpror (mod M) 2 
即 


Της pty (--0, 1, 2, ΝΣ; Ν-1). (19) 
此 即 欲 证 者 。 等 式 (13) 说 明 , 如果 序 列 的 重 排 对 应 于 
π-»έρηλν (n=0, 1, ωμά) Ν- 1), 
那么 , 象 序列 的 重 排 对 应 于 
b>p ον (1-0, 1, ..., Ν--1), 
其 中 ， (9, Ν) -} ϱ 1ρΞ1 (modN). 
元 2 一 一 3. 如 记 Yn = Peenys N= 0, 1, 2, 8, 4), 即 
” 为 了 证 明 (12) 中 的 Yn 是 Zn 的 一 个 重 排 ， 只 需 证 明 Pw (一 0， 1, “oy 
六 一 1) 与 0, 1,…, 入 一 1 一 一 对 应 即 可 ,由 于 有 0pm)w 志和 一 1, 故 只 镍 证 明 
当 πιπεπαίτινη;--0.1,»', Ν-1) 时 ,有 Pr 和 Wz modN) 即 可 . 这 是 显然 的 。 如 
困 不 然 ， 存 在 21; πη, ΕΒ πι πο, 16 ΡΙΞΞ Ρήο(σιοᾶ Ν), ΕΕ 六 12 一 知 ) ， 由 于 
ΝΡ, ἃς Ν]πι τὰν. 又 因为 ἐπί πι] «Νικ πιπππον 伍 这 与 πι πο ΠΗ, 


δι 2. 
να | 一 | σι 
Ys σι 
44 ος | 
由 (18) 式 ,得 到 了 b= 了 aw, (% 一 0, 1, 3, 8, 8). Β 
Yo Ἴ 四 Χο Ἴ 
Υ. ΧΩ 
Το |-| Χι 
ΤΊ Χι 
了 4 - Δ, 


特别 , πρ-Ν-1, 那么 在 Zr 中 , φ-Ν-1, 由 (12) 
式 及 (13) 式 , 就 得 到 


Χ.ι-Τία..}. 
亦 即 ἂν ες TD {vn}. 
此 即 (5) 式 及 (6) 式 ， 
〈 士 一) 延伸 性 质 


这 性 质 研 究 将 长 为 均 的 序列 wm 延伸 成 长 为 ?YN 的 序列 
的 变换 问题 . 
Έα 为 长 为 入 的 序列 , 作 长 为 rN 的 序列 yu 
wn, N=0, 1, -.., N—1, 
"| 0, "-Ν, ΝΕΤ, ει 7 一 1 (Cr 为 正 整 数 )， 
我 们 要 研究 了 % 二 了 {gy。} 与 Χκ--Τί{αι} 的 关系 . 
设 a 对 模 以 的 阶 数 为 rw, 那么 o 对 模 用 的 阶 数 为 入. 
于 是 rN—1 Ν-ι 1: 
Υλεε 2 γα = Ρο wa')”" (mod M) 
(--0, 1, ,rN—1), (4) 
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故 得 到 
... 地 为 正 整 数 时 ， 
了 三 Nl (modmM). (15) 
Σαα”, 其它， 


例 2 对 和 抢 形 波 进行 采样 ， 得 到 
{ω;}--(, 2, 1, 0), 

于 是 

N=4, {2,}= (1, 3, 1, 0), 

N=8, {y}= (1, 2,1, 0, 0, 0, 0, 0)， 

Ν-16, {2,}= (1,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0). 
取 NTT， 参 数 为 Μ-- 1, Ν--4, a 一 4, 对 {2,} 进行 变换 , 得 

| 

到 (χι), 8, 0, -8) (mod17). 


根据 (15) 式 , 有 
Υο--.Χο--4, 
γε-- Χι--θ, 
了 ,= Χ.--, 
γε Χε-- 一 8. 
Ζο-- Χο--4, 
Ζι--Χι--8, 
Ζε- Χα-ο, 
Ζια--Χα---8, 
如 果 取 参数 下 =17, Ν--8, α-2 的 ΝΤΊ, 对 {νι} 进行 
变换 , 得 到 
{Υ1ξ(4, --δ, ὃ, --ᾱ, 0, 1， 一 8， 一 2) (mod17). 
如 果 取 参数 天 =17， 入 =16，w=M 2 二 6 的 NTT， 对 
{σι} 进行 变换 , 得 到 
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{2x} = (4, 一 2， 一 8， σα, 8, -4, --ᾱ, 4, 0, 8, 1, 
9 --Β, 9, —2, —1) (modl7)， 
由 此 知 , 当 补 零 将 序列 长 度 增加 时 , 变换 点 煞 增 加 ,但 在 地 为 
整数 处 , 数值 不 变 ， 如 图 4 所 示 . 


Tn , Yn. In 


ο 1 2 3 ΤΣ δ. ὃ δ 10 11 12 19 14 16 


ΣΣ 8 
Ἱ | 
ο 1 3 
人 5 
| 
...] 
0 1 2 Ἶ 4 5 ϱ 
-4 
8 £ 
4 
| 2 2 
1 
可 4 可 可 ?7 8910 1114 181115 一 
5] 1 
-ᾱ 
-ᾱ 3 
图 4 


另 一 种 延伸 是 将 序列 Wn n=0, 1, ΠΝ; Ν--1) 周期 重复 ， 
即 作 如 下 一 长 为 rY 六 (7 为 正 整 数 ) 的 序列 


Yn— Wenyw (n=0, 1, 2, κα ΤΝ --1), (16) 
假设 对 模 Μ 的 阶 数 为 *V， 那 么 o ἈΝ 4 的 阶 数 为 
Ν, ΤᾺ 
τν --α τα ΚΟΕΝ 


了 7 三 Συ -Σ Όρρκα”' 一 ἃ Or (a 7 


n=0 n=0 1=0 
Α-1 


-Σ οἱ(αγ” Σὶ Fo) So 
(modM) (k=0, 1, -.-, rN-1), 
其 中 g(a)*， 由 于 


5 ec - ἨΈ, (modM) 
0， 其 它 ， 
多 k 
rel 了 为 正 整 数 ， (yp) 
0, 其 它 ， 
(一 0，1，…，7N -- Ὁ, (17) 
这 就 是 所 求 的 结果 : 
例 8 将 例 2 的 序列 作 周 期 重复 ， 
N=4, {αρ (1, 3, 1, 0), 
N=8, {vy} = (1, 2, 1, 0, 1, 3, 1, 0), 
N=16, {2} = (1, 3, 1, 0, 1, 3, 1, 0, 1, 3, 
1,0, 1, 3, 1, 0), 
取 NTT με δε. Μ--1Τ, Ν-Α, α--4. ἯΙ {σι} 变换 ， 
得 


由 (17) 式 , 得 到 
{Ys}=(8, ο, 16, 0, 0, 0, —16, 0) 
=(8, 0, --1. 0, 0, 0, 1, 0) (mod17), 
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{2Ζι}-ε(--1, 0, 0, 0, ~2, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 2, 0, 0, 0) (mod17), 
{σι}, {Χα}, {υι), {σκι ὅ 中 . 
如 果 取 参数 于 =17, Ν:-δ, α--2 的 NTT 对 {y;} 进行 
变换 , 以 及 取 参 数 以 一 17, 和 N16,g= M3 一 6 的 NTT 对 {2z,} 
进行 变换 , 将 得 到 与 上 面相 同 的 结果 ， 读 者 可 自行 推导 ， 


1 2 8 4 5 Τε” 
Σι 
8 
人 9 τ 一 
图 5 
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--6-- 
在 整数 环 Ζν 上 六 阶 本 原单 位 根 的 计算 方法 


我 们 在 和 中 详细 的 讨论 了 2x 上 存在 具有 循环 卷 积 特 
性 的 一 对 可 送 变 换 的 条 件 ，a 是 一 个 整数 ， 显 然 它 要 比 DFT 
中 的 Wx 简单 得 多 , 这 样 NTT 就 克服 了 DET 由 于 基本 函数 
复杂 而 带 来 的 一 系列 缺点 . 在 和 中, 我们 详细 讨论 了 NTT 的 
性 质 , 读者 已 经 看 到 , NTT 的 性 质 和 DFT 的 性 质 类 似 . NTT 
和 DFT 一 样 是 一 种 线性 正 交 变 换 , 并 且 具 有 DFT 一 样 的 快 
速算 法 ， 做 一 次 快速 数论 变换 (N = rivra……ro)， 大 约 需要 
Na 十 … 十 mo) 次 算术 运算 . 如 果 a 一 2 或 2 的 宕 ,那么 
在 二 进 制 计算 机 上 作 变 换 时 就 可 以 不 用 乘法 , 仅 为 移 位 操作 . 

现在 我 们 讨论 ， 给 定 用 ==php8…pt 入 (NIO( 政 )) 后 
(从 下 一 节 可 以 知道 ， 到 和 Ν 的 选择 将 根据 我 们 所 计算 问题 
的 性 质 )， 具体 地 来 计算 适合 NTT 的 a。 根据 & 的 定理 1， 
a 必需 间 时 是 模 Μ 及 模 p, (i 一 1，2,…, ὁ) 的 Δ 阶 本 原单 位 
根 ， 计 算 “的 步骤 基本 上 同和 中 定理 4 的 证 明 方法 .结果 我 
们 可 以 知道 , 共有 (CN) 个 “适合 我 们 的 需要 ,从 We(N) 个 a 
中 任意 选择 一 个 ,就 可 以 和 给 定 的 Μ, Ν 一 起 组 成 NTT， 这 
里 给 出 计算 a 的 两 种 方法 . 

设 4 --ρυρη--ς, ΔΝ 是 0(M) 的 一 个 约 数 . 


一 ,算法 一 
这 种 方法 分 为 三 步 ; 第 一 步 对 模 ρι ΚΙ“ Ν 阶 本 原单 位 根 


βι(--1, 3, … 9; 第 二 步 对 模 χὲ 求 出 Ν 阶 本 原单 位 根 
αι(ἡ--1, 2, ''', 8); 第 三 步 对 模 ΜΟΚΗ͂Ι Ν 阶 本 原单 位 根 α, 
由 双 中 定理 4 求 出 的 wx 即 满足 要 求 . 

第 一 步 ， 由 于 2 为 奇 素数 (如 果 Μ 为 偶数 ,那么 2 是 它 
的 一 个 因子 ,由 和 中 定理 和 只 能 给 出 长 度 = 工 的 变换 , 这 没 
有 什么 意思 , 所 以 MM 必须 为 奇数 ， 从 而 知 2 为 奇 素数 ， 可 参 


阅 ?)， 故 在 2 上 存在 主根 ， 记 为 %. 取 B=% τ, 此 
即 为 对 模 ρι Κ Ν 阶 本 原单 位 根 ， 

ΑΔ. ΒΙ Τρι β 1-1, 故 设 μὴ! βὲ -1, 而 p+14BY 一 1 
(21) (外 |BF 一 1 但 ph*14B8Y --ᾱ, 简 记 为 py| BY Ὁ, ἀπ 
tt 之 6， 那 么 此 βι 即 为 对 模 οἱ μὴ Ν 阶 单位 根 ， 若 二 < (这 里 
δὲ 11), 记 

人 一 Gd 
可 如 下 法 那样 , 逐步 求 出 d 使 ΒΘ’ ΣΧ χ' [8 Ν 阶 单 位 根 . 
首先 选取 dd, ερ [21 一 1， 即 使 
αἰ (B+ A) *—1, 
亦 即 使 (Bo 一 1=0 (modpt"’), 
将 上 式 左 端 用 二 项 式 定理 展开 , 得 


βὲ —1+NBY -dat 5 )ὶ κ ο. 


(πιοᾶφρς 1), 
15 βὲ -1 τω, 其 中 ,4 为 一 整数 ,并 且 pth， 于 是 上 式 便 有 
pt NB dp =—p (ht ΝβΙ =0 
(modpi't™), 
故 L+HNB 1άξθ (modp 
由 于 βι 18. Ν 阶 单位 要 ,而 六 100CD) ,所 以 μι Νβὲ-', 


又 由 于 儿 是 素数 , 放 NB 与 和 互 素 ,从 而 WE 一 在 环 Zp 
中 存在 逆 元 , 记 为 (VBX-!) -+ 这样 , 解 上 辣 余 方 程 ,得 
= (NB) -Wh (πποὰρὸ. 
这 样 求 出 的 ,代入 B82 的 式 子 后 , 便 有 
[BF]*=1 (παοάμρτη, 
如 果 如 +1 一， 那么 82 ΝΕ ρὲ ή Ν 阶 单位 根 ，B2 就 
是 所 要 求 的 .如 果 妈 二 1<h, 再 令 
β9» -- β{» + dipst!, 
重复 上 述 步 又 确定 出, 便 得 
[B®]*=1 (modpi’’). 
继续 有 限 步 后 , 便 可 求 出 w= Bf 使 中 对 模 由 的 阶 数 为 W. 
对 每 一 个 ὁ(4--1, 8, …， 8), 都 求 出 a 
第 三 步 ， 由 第 二 步 已 求 得 模 ρ]ώ-1, 3, .'., 四 的 不 阶 
单位 根 αἱ, 用 孙子 定理 求 联 立 同 余 方 程 组 
a=a (modpt!) (ἐ-1, 3, ..., 8) 
的 解 ,其 解 为 。 a= Μία, (πολ), 
其 中 Μι Μ[Ξ-1(πιοὰρῇ) (i=1, 2,…, 罗 ， 此 a 即 为 所 求 . 
[1 设 M=B,18?, N=4, κα 
[ 解 】 3-40 Α., β., βι 18 ὅ ΙΗ ΑΠΕ, βι 
1: 19 的 和 4 阶 单位 根 , 求 得 为 
Bi=2, 3; Bs=5, 8 
(这 一 步 可 查 表 求 主根 ,然后 求 Bi). 
第 二 步 ， 当局 二 2 Μ, 2: 一 1=15=3.5, 不 含有 δ’, 故 令 
β9»--2--ἀι-δ, 确定 di, 使 BP 为 ζω 中 的 生 阶 单位 根 . 
ΓβΦ!-..1-- (9 1-Βήχ)'--1--15-1-4-8-Βα,--0 
(mod5?)， 
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即 3+324 =0 (ταοὰδ), 
ΑΕΙ 4.1 ε,Ί8αι--1, δε 
p=7. 
可 以 验证 ,7 对 模 25 的 阶 数 为 4, 故 取 or=7. 
当 Bi1=3 时 , 34 一 1 一 80 一 5-16 7.4 δ᾽, 故 令 
β--8-Γδαι, 
确定 ,使 [B83] 一 1 二 0 (mod5?), 183 ἆι-- δ, 故 β--1δ. 
不 难 验 证 , 18 对 模 25 的 阶 数 为 4, 故 又 可 取 αι--18, 
在 Zs: 中 ,有 两 个 4 阶 单位 根 7, 18, 
同样 可 求 出 在 ῥίον 中 有 两 个 4 阶 单位 根 70，99. 
” 第 三 步 ， 在 Gx 中 求 出 相应 的 4 阶 单位 根 ， 这 可 从 如 下 
四 组 联 立 同 余 方程 中 去 找 . 
a=7 (mod5?), a=7 (modB?), 
[ντο (πιο 193). μα. (πιος1 δ3): 
αξ1Ιδ (m0d5?), a 三 18 (modB?), 
{ το (mod132); ία (moadl32) 
应 用 孙子 定理 , 求 出 的 四 个 a 为 
| 908, 1285, 2943, 3957. 
用 这 四 个 wx 的 任 一 个 ， 均 可 与 Μ-δ».18», 六 = 和 一 起 构成 
ΝΤ, 


二 .算法 二 
这 种 算法 与 算法 一 一 样 , 分 为 三 步 , 第 一 .三 步 相同 , 只 是 
第 二 步 不 同 . | 
第 一 步 ， 求 出 Zr 中 的 立 阶 单位 根 B. (t=1,， 2,…, 8), 
第 二 步 , 令 
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αι-βί, 
可 以 证 明 , αι Ἐ.ΧΙΒᾺ ρὲ μὴ Ν' 阶 单位 根 . 
证 明 由 于 β)Ξ1(πιοᾶρι), 故 可 写作 
BY =1+gm (gs 为 整数 ). 
ΤΆ, αἴ [BE] - [BY = (+ gp 


JU μ-1 
一 工 十 δὶ σ ae 
δὲ 从 是 上 式 第 天 项 所 含 pi (8 ΒΕΠ Ἦ, 即 设 


V2 
ΠῚ 用 ja (一 1 2, ΝΣ; μἳ). 


ph! Ce CD 一 古寺 
; | (αρὺ" ΞΕΕΤ, qipt, 


所 以 ,显然 。 b>4 一 1+8 一 全 | 二]. 
λ.-1 ζι 


其 中 Σ [πρμέλιπ9.»'.'ΕπεΡΡ8 ριβΏκϑε. ΙΤ 


1 
故 ὀμίὶι--1--ᾱ-- Y -一 1 一 ns 
-; 2 1-1. 
Pr 
=h—l+%— Ε --ἷμ- 11}. δι-5 σι 
pi 一 1 pi 一 1 


这 表示 αἰαὶ -1, 从 而 有 
of=1 (αιοᾶρῇ). 
下 面 再 证 明 αι 对 模 伙 的 阶 数 是 W, 令 d α ΜΕΡΕΙ 
阶 数 , 则 
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alN. 
显然 , 这 时 也 有 
af=1 (modpy). 


但 由 Fermat 定理 ,有 
B=1 (modp;), 
ΗΠ’ PB (πιοάρ)). 
从 而 有 ΠΞΞβΙΞΒι (modp), 


θὲ Ξβι (modp), 
即 αἱ βι(τηοάρῳ, 这 样 就 有 
Bi=1 (modps). 
由 于 βι 对 模 p 的 阶 数 为 入 , δα Ν|ά, ΑΛΛΕΝ. 
第 三 步 ， 用 孙子 定理 求 c， 辐 算法 一 . 
例 2 ΥΜ-.δ5.182 Λ--4, Κα, 
【 解 】 第 一 步 同 例 1， 得 到 ; 
在 和 ;中 4 阶 单位 根 为 2,3; 在 Zis 中 4 阶 单位 根 为 5,8. 
第 二 步 ， 由 αιπβι 得 到 ; 
αις-22ΞΤ(πιοᾶρδ), os 一 53 三 70(mod132) ， 
ad 一 3835 三 18(mod25)， αρ --δϑ--θθίτιοἑ182) 
第 三 步 , 用 孙子 定理 , 便 得 到 与 例 1 相同 的 结果 . 
由 以 上 两 算法 , 可 得 如 下 定理 . 
定理 1 设 政 = 信人 2 ΝΙΟ(Μ), ΙΕ Φ'(Ν)- 
适合 NTT 的 需要 . 
从 算法 一 和 算法 二 中 可 以 看 出 ， 不 同 的 Βι 得 到 不 同 的 
α, 对 每 个 包 来 说 , 共有 φ(Ν)Λ- Βι, 从 而 有 2(CV) 个 ww 配 成 
联 立 同 余 方程 组 , 共有 gp*( 六 ) 组 ,每 组 有 且 上 只 有 一 个 解 a, 从 
而 有 9 和 个 a。， 这 GH) 个 a 中 的 任意 一 个 均 可 与 Μ, Ν 
一 起 作成 ΝΤΕ, : 


-六 一 
ΛΙ, Ν. Α 的 选择 


4 ΜΗ Τ ἈΚΡ3ΕΒΚΗ ΕΒΕ ΤΕ πὶ Ἐεγρ λε θε {852 
数 Μ, Ν, a 所 应 满足 的 条 件 . 6 中 讨论 了 Zw 中 的 所 有 可 能 
的 数论 变换 ， 从 本 节 开 始 , 将 从 实用 的 观点 出 发 ,讨论 几 种 特 
殊 的 数论 变换 .首先 从 Δ, Ν, α 的 选择 开始 . 


一 、 对 ΔΛ, ΝΛ 4 的 一 般 要 求 


为 了 使 NTT 具有 快速 演算 的 效果 , 通常 对 ΜΝ, αἴθ 
要 求 是 : 

1’ 变换 长 度 入 必须 适合 FET 类 型 的 快速 演算 ,因而 要 
求 立 是 高 度 复合 的 数 . 当 立 = 2” 时 ， 就 能 满足 这 样 的 要 求 . 
同时 ， 由 于 Ν 表示 输入 信号 采样 点 的 个 数 ， 所 以 不 能 过 小 . 

2 ”数论 变换 的 一 个 特点 是 用 一 个 整数 α 代替 DFT 中 


的 Try 一 e-! Ἔ ΕΡΤ 需要 大 量 的 复 乘 , 而 NTT 只 须 作 的 广 
寡 的 乘法 ， 如 果 能 选择 a, 使 得 冬 a 的 宕 是 一 种 简单 运算 , ΒΚ 
么 就 能 起 到 节省 运算 的 目的 ， 当 a 的 方 宕 的 二 进 制 表示 位 数 
很 小 时 , 就 能 起 到 这 样 的 效果 ， 如 果 a 能 取 作 2 或 2 的 者 ,是 
最 好 的 情况 , 这 时 在 二 进 制 计算 机 上 作 2 的 方 等 的 乘法 时 , 仅 
为 移 位 操作 . 

3” 为 了 便于 模 用 的 运算 , 当 用 二 进 制 表示 M 时 ,其 位 
数 ( 一 般 称 为 字 长 ) 越 小 越 好 ， 但 Δ 的 值 不 能 过 小 , 以 防 洲 
出 ， 
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二 、 对 以 的 选择 


变换 长 度 廊 与 模 必 的 关系 是 六 10CMH). 因此 
1” 当 必 是 偶数 时 , 28. Μ 的 一 个 因子 ， 因 此 ， 和 只 能 
ΒΥΕ 1, 这 没有 什么 意义 因此， 不 能 是 偶数 ， 
2” 用 到 作 大 于 2 的 素数 .这 时 好 是 一 奇数 ”由 于 
(2, Ἠ) =1,， 故 根据 Fermat 定理 ,有 
218-181 (modM). 
因此 , 六 可取 以 一 4 的 任何 因子 , 这 时 4=2 或 2 5, 入 
-Μ-ι, δ, Ἠ--17, Ν|16, 可取 4, 8, 16， 相 应 的 a 值 
349,92. ΕΑΜ 取 作 奇 素数 时 可 以 适合 NTT 的 要 
ἈΚ, 主要 问题 是 W 未 必 是 高 度 复合 数 , 更 未 必 有 2 的 形式 ， 
8’ Μ 取 作 Mersenne 数 ， 
设 Μ-2--ι, ΕΗ, 
显然 到 是 一 个 奇 整数 ， 令 8 一 29(2 为 素数 ), 那么 
2 一 1 一 2 一 1 一 (201-150 (πιοᾷ»»--1), 
所 以 2? 一 1 是 2 一 1 的 一 个 因子 ， 从 而 最 大 可 能 变换 长 度 决定 
于 2 一 4。 如 果 取 
M=2—1, ρ 为 素数 ， 
这 样 的 数 称 为 Mersenne 数 ， 取 Mersenne ΔΕΣΜΗ, ΒΕ 
适合 NTT 的 要 求 的 。 以 Mersenne 数 为 模 的 数论 变换 ， 叫 
做 Mersenne 数 变 换 , 简 记 为 MNT. 对 于 MNT, α--2, Λ--ῃ 
或 者 a= 一 2, Ν--2ρ, 这 将 在 下 节 介 绍 . 
4”MH 取 作 Fermat 数 . 
设 用 =2+1， 为 自然 数 . 
14 也 是 一 个 奇 整数 ， 当 上 为 奇数 时 , δὲ δ 241, 由 于 
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和 十 工 一 22041 十 于 一 (2 十 二 (224 一 22 十 一 2 十 巧 
一 3(322 一 24-1 十 … 一 2 二 了， 
[νε 51281, 
这 时 人 入 mox 2, 显然 不 合 实际 需要 . 
当 8 一 5 2 (5 为 奇 整数 , 1-1, 2, 8::3)ΗΗ, 


1-1, 
由 于 253 十 1 一 (32 二 1s( 一 四 2 二 =0 (mod22 十 1)， 
即 22 1292 二 1 


所 以 变换 长 度 决 定 于 2 TI1， 取 瑟 =22 十 1 为 模 Μ, 
M=F=2+1, 5=2: (t=0, 1, 2,.), 

这 样 的 数 叫 做 Fermat 数 ， 以 Fermat 数 如 作为 模 ΜΜ 的 数 
论 变 换 叫 做 Fermat 数 变换 , 记 作 FNT， 对 于 FNT, --20 
λα, α-2, Ν-4ὐ-35 a~ M2, 均 能 满足 要 求 。 关于 
FNT, 将 在 9 中 介绍 . 

δι ΕΡΕ, 模 收取 作 Fermat 数 ， 是 目前 找到 的 较 合 适 
的 模 数 ， 


三 、 忆 选取 的 另 一 个 考 虐 
如 果 我 们 用 NTT 的 循环 卷 积 特性 来 计算 数字 循环 卷 各 
yop -0D ,NW-D, α) 


由 于 NTT 所 用 的 运算 是 模 运 算 , 因此 , 这 样 求 得 的 卷 积 值 9， 
力 是 模 Μ 的 同 余 值 , 亦 即 


六 一 1 
Σ zipio pv 三 加 (mod 好 )， 


所 属 的 剩余 类 中 的 每 一 个 数 加 十 "W (7 为 整数 ) 均 满足 上 
式 . 个 底 那 一 个 值 才 是 (1) 的 真 值 呢 ? 这 个 问题 可 用 选择 模 


MM 得 到 解决. 

在 数字 滤波 的 多 数 情况 下 , (1) 中 的 切 表示 单 位 脉冲 响 
应 , {en] 表示 输入 信号，| 如 | mx 和 |Φ;|κες 通常 是 已 知 的 因 
， 此 ,能 够 选择 模 开 使 得 下 式 成 立 ， 


[νε] “πια {]αν[ωως Σὶ [Λε], {λείο ο [σε]-κ-π- 
(3-0, 1, ο, Λο. (2) 
Μ Μ - ε 
由 于 当 一 站 -ᾱ-Ἡ ΜΗ, =w(c 为 整数 )， 其 中 |mu| 
< 学 ,rs 为 a 模 因 的 绝对 最 小 剩余 ， 因 此 ,在 用 NTT 计算 
(918, 由 于 有 (2) 存在 , 也 就 是 说 有 
|Σοιλω.ε».|--3- m0, 1, eo, Ν--ἲ 
成 立 , 因此 , 只 需 在 计算 结果 中 取 绝 对 最 小 剩余 , 就 得 到 CD) 的 
真 值 ， 具 体例 子 可 参阅 8 或 9， 
所 以 模 M 必需 这 样 选择 , 即 满足 
min {lol bal, νο... 
(n=0, 1, -.., N—1). (5) 
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Mersenne 数 变 换 (MNT) 


以 Mersenne 数 Μι 为 模 开 的 数论 变换 为 Mersenne 数 
变换 . 
Μ-Μ,-2-1, 2 为 素数 . 
1, 可 能 是 素数 ， 如 
Μ.-51-1--8, 
M;=23—1=7, 
M;—25—1=81, 
Mi;=27—1=127, 
但 也 可 能 是 复合 数 , 如 Μι-2--1--204ΐ--28κ89, 


一 、 两 个 引 理 


引 理 1 当 MM; 为 素数 时 ,2 必 为 素数 ， 

证 明 如 果 不 然 ， 设 p=ab(a>>1,，5>1 为 整数 )， 那 么 
2 一 2 一 1T= (2) 一 1 二 0 (mod2 一 1， 这 表示 2 一 112% 一 1. 
故 2-1 为 非 素数 . 引 理 得 证 . 

引 理 2 当 2 为 奇 素数 时 , 2? 一 4 的 每 一 个 素 因 子 均 具有 
228 十 工 的 形式 。 其 中 上 为 正 整 数 , 

证 明 设 2? 一 1 的 任 一 泰 因子 为 gq, 于 是 

22Ξ1 (modg)., 

设 Q 为 2 对 模 g 的 阶 数 , 于 是 dlp， 由 于 wp 是 素数 , 故 p=d. 
又 由 于 2? 一 1 是 奇数 ，9 也 是 奇数 ， 从 而 (2，9) =1。 于 是 由 
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Fermat 定理 , 有 21 1ΞΞ1(πιοάφ), 因此 wjq 一 1, 但 因 4g 一 + 是 
偶数 , 故 gq 一 1=2kp, 亦 即 

g=2fp+1, 
4 为 正 整数 ， 证 毕 . 


二 、Mersenne 数 变换 


取 Mersenne δα ΜΑΣ, Μ--Μ»--2--1, γ 为 素数 ， 可 以 
证 明 Ν, a 可 取 如 下 值 : 


1. Ν-ρ, ca=2 的 情况 *. 


首先 证 明 p| Js 一 1， 即 证 明 和 一 ἘΣ 是 一 整数 . 由 
于 (2, ϱ) -1, 故 由 Fermat 定理 ， 2”! 三 1(modp)， 故 2 一 2 


二 0(modp), ΕΙΡ ρ|.Μν--1, σ 


-. ΜΙΝ. 
NN-:-z (M, )=1 (παοᾶλίρ). 
由 于 2? 二 1(modM，,) , » 为 素数 , 故 2 对 模 ΜΙ 的 阶 是 p. 


再 设 9 是 W 的 任 一 素 因 子 ， 由 引 理 2 的 证 明 可 知 , 2 对 模 9 
的 阶 数 也 是 ϱ, 故 根据 和 中 定理 1, 知 如 下 变换 成 立 : 


* 用 中 定理 3 来 证 明 {2=2, Ν--ρ} 及 {α-- 一 2, 一 2p} 适合 NTT 的 条 
件 ,请 参阅 12, 
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设 办 EQxr (=0, 1, ο, ρ-1), ΜΗ. Μι--21--1, 六 为 
素数 , 则 
-1 
Χ'--5ὶ ασ»(αοᾶλ) (8-0, 1, -.,»-1), (1) 


=p 5) Χρ πιο Mo) (5-0, 1, »'.»-1. (3) 

2. Δ--2φ, α---, 

取 μ-Μ,-9»-1, 2 为 素数 ， 由 引 理 2，MM, 的 任 一 素 
因子 为 4~2hp+1,， 散 育 可 取 9 一 1 的 任 一 因子 ,特别 可 取 
Ν--3ρ. 

由 于 

(-3γν--(--9γ»--95»-- (2)=1 (mod M,), 
(-2}-(-Θ»-- 5-1 «ποᾶμ), 
所 以 a 一 一 2 对 模 Μ, 的 阶 数 是 Ν --ρ. 又 设 9 ΕΜ, 的 任 一 
素 因子 ,并 设 α-- 一 2 对 模 9 的 阶 为 % 由 于 
(一 习 2=1 (modg), 
放 d|2p， 但 由 于 是 素数 ， 所 以 只 能 有 d=2p, 4-3, ἄ-ρ, 
但 后 两 种 情况 不 能 发 生 ， 否 则 将 与 (一 2)= 一 1(modg) 义 盾 . 
所 以 @ 一 2p， 这 就 证 明了 α- 一 2 对 1, 的 任 一 素 因 子 g 的 阶 
是 2p， 故 由 和 中 定理 4 知人 W 一 2p, a 一 对 清 足 NTT 的 条 
件 ， 另外, 显然 可 证 轧 + 一 ,一 站 好 一 是 杂 在 Zuo 中 的 北 
πι ("ος 是 整数 ,这 由 25.5 (mod2p) 可 知 )、 因 此 如 下 变 
换 成 立 ; 
δὲ ος Ζαρ, M=M,=2?—1, ρ 是 素数 ， 则 
Xi= Bo, ~2) (modM,) 
(ὦ --0, 1) στ, Ν-Ρ, (9) 
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Ν-1 
ς,ΞΝ δι Χιί-2)" (mod Μϱ) 


(n=0, 1, ..., N—1). (4. 
其 中 ， N-2p， Ni-M 
例 ”试用 Mersenne 数 变 换 计算 如 下 两 个 序列 
- 1- ΠΠ 
9 一 2 
{v3} =| Οὐ οι 1 
一 2 0 
1 1 


的 循环 卷 积 
4 
or 一 ms (n=0, 1, 2, 8, 4), 


{ 解 】 先 取 开 ， 由 ?了 中 (2) 式 
[05] κοκ Σο [Λι] =2:5=10 (n=0, 1, 3, 8, 4), 


ι 1, 使 10< 邵 ， 放 可 取 
Μ-- Μι--25--1--81, a=2, N=-p=5, 
M,—1 


这 时 Np = Ms- Mot-25. 
于 是 
πα 1 1 1 T7111 1 1 τι 
1 a α α αἳ 1 2 2 33 9: 
Ts=| 1 α a α α |-|1 23 2 25 9 
1 as a a αὐ 1 25 ο 2 25 
| 1 αἲ os αἲ αν | | 1 D 28 913 916 . 


-1 1 1 1 1 
1 2 4 8 16 
= 1 416 2 8| (nod3l)， 
1 8 2 16 4 
1 1 8 4 3 


因为 or-1= 2-4==16 (πιοάδ1), Ν:'--2ὔ, {κ 
工 1 1 


-- 
πι 


9 

1 

Ἢ. 
1 

Ἐ5 
1 
ων] 
I 
下 


| 
ο» 


πα 
οι] 
上 
出 
Ἔα 
由 
πι πὶ 
| 1 
δ» νο 
η 395 8 
小 
8.85.5 
[-η 
5 8 
ορ 


Pa a a 


Ι 
το 
σι 
1 1 i 
i 
te 
wm 
ho 
> 
ο 
[Ww 
ho 
[ιά 
fo 
|; 
ww 


四 
Το 
© 


10 2 8 
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因此 
-Ro Tow] ri 1 1 1 1- 
Xi 化 1 1 2 4 8 16 
Χα EY ο | 1 4 16 2 8 
να 29 工 8 3 16 4 
ΣΧ, ος. 1 16 8 4 9 
一 9ο” 
5 
=| 18 | Ganod31)， 
-11 
τά. 
ΕΞ, 可 算得 
Ho | ho 1 
Hi ὧι -14 
Πο |=sT;:| hs |=| 一 14 (mod31)., 
η hs 一 9 
. ΗΠ, | ha 10 | 


利用 循环 卷 积 特 性 ση Xr Ηι(2--0, 1, 3, 9, 4), 有 


Yo | 


再 利用 逆 变 换 , 得 


/ 


| 
| 
! 


一 下 

- 5 

[ -Ὁ 

- 

μ. ῳᾳ 

| 
有 | 
πω 
σι 

πὶ πὶ πι πὶ πὶ 
μα 

ς» | 

DD ου -͵ 

心性 

ϱϱ Η το - 
| 

οο υδ 


ys | = 了 了 | Ys 8 16 4 
gf 六 4 16 2 6 
1 2 4 811-9| 

~ -8| 301 

--88 | 

=:25 三 | 一 36 | (mod31), 
一 26 一 380 
一 94 6 


取 其 绝对 最 小 剩余 , 得 到 


Yo -1 
σι 1 
% |=| --ὂ 
Ys 1 
.. Ya ,| 6 


这 就 是 所 求 卷 积 的 真 值 . 不 难 用 循环 卷 积 的 定义 (1 中 《2) 式 ) 
验证 . . 

对 于 Mersenne 数 变 换 , a=2 或 一 2, 这 满足 对 根 a 的 要 
求 , 对 a {ΠΠ ΤΕΙ ΕΒ {1 “ΒΕ. 其 变换 长 度 为 叉 =2 或 
2p， 这 一 般 适 合 于 短 卷 积 的 计算 . 对 于 长 序列 的 卷 积 , 可 用 
14 中 的 方法 (一 维 卷 积 多 维 处 理 ). 但 是 六 =2 是 素数 ,入 一 2p 
虽 是 复合 数 , 但 非 高 度 复合 数 , 特别 不 是 2" 形式 的 数 , 因此 ， 
MNT 没有 FFT 类 型 的 快速 算法 ,这 是 MNT 的 主要 缺点 . 

从 上 面 用 MNT 计算 循环 卷 积 的 例子 可 知 , 要 用 NTT 计 
算 整 数 序 列 mm ἯΙ 的 循环 卷 积 , 其 步 又 如 下 ; 


1 根据 下 式 选 取 模 Μ. 


χι Να ny 
ΠΡ | hr | , ο ο αν) εκ 


(n=0, 1, ::.,, N—1); 


2 ”将 整数 序列 mm Τι Π.Μ 为 模 表示 成 Zi 中 的 元 素 ; 
ΞΡ ΤΝ, 它 可 能 与 其 它 因素 有 关 ( 如 在 数字 信和 号 处 理 中 , 由 采 
样 定理 决定 Ν 的 最 小 值 ), 但 必需 入 10CM)。， 然 后 由 MM,， Ν 
决定 a 以 构成 NTT; 

3” 在 Zw 中 , 求 w。 和 如 的 循环 卷 积 按 下 图 进行 , 


4” 最 后 ， 将 上 面 得 到 的 序列 y 按 模 ML 取 绝 对 最 小 剩 
余 , 就 得 到 ο, 和 的 循环 卷 积 的 真 值 . 

读者 可 能 发 现 ，1” 与 2” 有 矛盾 .由 1", 与 入 有 关 ， 
而 由 2 六 又 决定 于 巡 ， 对 此 ， 只 能 和 其 它 工程 问题 一 样 ， 
要 经 过 数 次 反复 衡量 , 才能 确定 Μ, Ν, 8, ΠΕΜ, ΝΤ 
相当 大 的 选择 范围 (如 1” 中 只 确定 Μ 的 最 小 值 , 采样 定理 也 
只 确定 Ν 的 最 小 值 ) ,我们 总 能 够 确定 出 合适 的 Μ, Ν, 

至 于 一 般 的 卷 积 和 恒定 对 角 卷 积 ， 只 需 用 工 中 所 指出 的 
方法 \ 引 理工 和 引 理 3) 变 成 循环 卷 积 , 再 用 上 法 计算 . 
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一 四 一 
Fermat 数 变 换 (FNT) 


ψε Ρ-2}{-1, ὃ-- οἱ (1 二 1, 3, 3,…) 为 Fermat 数 ， 
Fi=23+1= 
Fs=24 十 1 =17, 
Fs=28+1= 257, 
Ε--239.-1--6559Τ, 
Εο--2321--4. 294, 967, 29ῃ --641 «6700417, 
由 此 知 ， 当 1<1<4 μὴ, ΖΡ, 是 素数 ， 15Η, τ 可 能 是 复 
合 数 . 


一 、 三 个 引 理 


引 理 1 如 果 于 十 T 是 素数 , 必 有 5 一 2 
证 明 这 是 因为 65=s*2 (s 是 奇数 , 且 s 到 了 时， 
29 1-1] 9533 1.1| 

这 与 假设 矛盾 , 故 当 2-1 是 素数 时 , 5 一 2:. 

这 引 理 的 道 是 不 成 立 的 ,如 ;就 是 复合 数 . 

引 理 2 如 果 宇 +1G 一 2 是 非 素数 ,那么 它 的 任何 素 因 
ΤΗ σ-- 20-1-2111 ΗΡΑ, Ἡημ 为 正 整 数 . 

证 明 设 9 为 2 十 1 的 任 一 素 因 子 (显然 9 为 奇 素数 )， 
由 于 2 二 一 1 (modg), Κα 

92 Ξε] (modg), 

设 4 是 2 对 模 9 的 阶 数 ΤΆ α]2', [ΠΗ 2 Β 28 


Ἡ, 其 最 大 约 数 为 2 由 于 
22 ----1Ξ511 (modg)， 
故 可 知 ， 以 2: 的 其 它 约 数 & 为 指数 时 ,2* 关 Cmo9g), 所 以 
ᾱ--2111 
另 一 方面 ,由 于 (2, 9) --1, 故 由 Fermat 定理 , 有 
| 211] (modg). 
因此 2219 一 十 从 而 得 到 
g—2:+1p 二 1. 
为 正 整 数 ， 证 毕 , 
引 理 8 当 #>2 时 , 引 理 中 的 & ΠΊΕ 
σολ 1 
的 形状 , ΕΕ ΙΕΡΑς, 
证 明 由 引 理 1, 知 
ο 214 
1 1252 πὴ, 还 可 进而 证 明 % 为 偶数 , ΕΙ ελ, ΤῊ 
gq=2:+1.k+1, 
故 当 t>2 时 , 41 (πιοάδ), 根据 二 次 剩余 的 理论 ， 当 g 三 4 
Gnod8) 时 ,有 
2 3 Ξ] (modg), 


而 由 引 理 了 知之 一 四"2?， 从 而 


1=27 = 2) (1) (modg), 
于 是 1=( 一 1)"(modg)， 由 于 g 是 奇 素数 ,必须 是 偶数 . 
%=2h. 证 毕 . 
例如 ,fs=23 十 1 =641.6700417, 这 时 , 有 
2:+2—27 一 128. 
根据 引 理 8, Ρε 的 两 个 素 因 子 可 表 作 


6 


198.Λ-.1 
的 形状 . 实际 上 
641--198.δ--1, 
6700417 二 128.52847 十 1. 
又 例如 ， Fo=25 填 1 二 274177.,67280421310721， 
这 时 21"--23--256. Ρε 的 两 个 素 因 子 可 表 为 
214177 --1071.2ὔ6--1, 
672804213810721= 20281414514ὔῦ «2061. 


二 、Fermat 数 变 换 


1. 当 1<i1<4, 是 素数 的 情形 . 

由 于 ο) -2"”, 故 六 可 取 作 

N=2" (0<m<2), Wo 一 22. 

Ν 确定 后 , 不 难 确定 相应 的 α, 

15“ Ν-2δ-.2 154, a=2., 

这 是 因为 2ν-(2}Ξ1 (οαξὸ, 

2δ--β2'----1 (modF'). 

95 Ἡ Ν. Λος” 时 , αἲ-δ. 

也 就 是 说 ，a= 3 是 模 Fi(l<t< 儿 的 主根 ， 为 要 证 明 
α-- ὃ 是 模 Z; 的 主根 ， 只 需 证 明 

37FD=1 (modF',), 3 1 (modF). 

前 一 式 是 显然 的 , 这 是 因为 (3, Ρὸ 一 1， 由 Fermat 定理 直接 
得 到 ， 因此 只 需 证 明 后 一 式 . 因 为 


( 云 ) =3 nodF,), 


其中 (全 ) 是 Legenare 符号 (了 是 素数 )， 当 t> 工 时 ， 
Εις οἳ ΕΞ (mod4). 


(5)-(5) 
但 了 一 2 二 2 一 1= 名 ”一 1 恒 为 3 的 倍数 , 故 
Fi=2 (πιοάθ), 


故 由 反 转 律 , 有 


3 -37 =()--1 (mod ΒΕ). 
记 以 3 是 模 互 (I<t<4 的 主根 ,证 毕 ， 

例 1 当 t=2, Ε,--1Π. 

这 时 Ο(7/ =346, 故 六 可 取 16 的 因子 2, 4 8, 16(N=1 
无 实际 意义 ), 因为 (2) -1, φ(4) =2, 0(8) --4, φ(16) = 8， 
故 相 应 的 wx 共有 工 +2 十 4 十 8= 丘 个 (加 上 对 应 于 六 = 工 的 
φ(1) --α 1-,5ξ 16 个 ). 六 与 av 的 值 如 下 表 . 


表 2 M=17 
Ν | αν 
1 1 
9 16 
4 9, 18 
8 9, 8, 9, 15 


3, 5, 6, 7, 10, 11, 19, 14 


2. 3/25, Μ-- Ει-- 2-1, 5 一 2 的 情形 . 

这 时 ;可 能 为 复合 数 ， 根 据 引 理 2, ΠΒΙΝ-2: 了 又 
当 t>2 时 ,根据 引 理 δ, ΠΠ Ν 2, 

1” 可 以 证 明 , N=2*!, ay 一 2*. 

ΗΤΛΙΟ(ΕΟ, ΙΚΗ͂Τ 了 ;的 任 一 素 因 子 p， 有 (Ν, ϱ) 
一 J， 从 而 (N, 21)--1, (31! 22 十 1) = 二 ΝΕ Ζε, η! 
Ἐπ, Ν- 1CN- 1 — 22*1 μα. 

又 由 于 231-231 (23)3ΞΙ (πιοάΕ,), 

2 一 2z= --1 (modF',), 

这 表示 2 对 模 Εν 的 阶 数 是 2111, 再 设 2 为 了 ;的 任 一 素 因 子 ， 
可 以 证 明 , 2 对 模 2 的 阶 数 是 2: 事实 上 , 设 2 对 模 p 的 阶 
数 是 4， 由 于 22” 三 1(modp), 故 Q|2'*+， ΑΝ ἆ--λ', 0<! 
t+1。 如 果 1<t+1, 郑 么 由 2? 二 1Cmodp), 可 得 到 [2”]*” 
Ξεἱ(ταοάρ), ΜΑ. ΠΠ 13 3 27 Ξ- 1-1 (modp), 但 这 与 2*== 一 1 
(modp) 矛 盾 ， 于 是 1=t+1, 故 4 一 2 一 2”， 这 样 就 证 明了 
2" πρ δι 2 -Ν ΜΙΝ, 根据 4 中 定理 1 ἈΠ, 
{Ν 2”, ax 一 分 满足 NTT 的 条 件 . 

95 1>2 时, 六 一 位 一 2 ay= M92. 

显然 有 (2+2，22 十 --α, 故 广 一 2232 在 Ζῃ, 中 存在 道 元 
N-1 (τ 一 ολ) , 


可 以 证 明 ，ay= ν'Σ --2’(35--1) 满足 4 中 的 定理 1 的 
条 件 ， 事 实 上 ， 
由 于 a2 -22(28 1): 23 (90. 9-51) 
Ξ---Ώ.θὐ--Ώ (mod7,), 


* 用 4 中 定理 3 来 证 明 {α--2, 和 =21+1 及 {a=M ,一 2 直送 合 NTT 
的 条 件 , 请 参阅 12. 
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[4 αἵ --αν --(αἴ)ὂ-εΏ2»-- (2)=1 (modF,), 
᾿ Ν 


αἱ -αν --(αξ))-εθο----1 (πιο). 


这 表示 ay 一 M2: (32 一 起 对 模 Ε, 的 阶 为 21 一 
再 设 p 是 也 ;的 任 一 素 因 子 , 并 设 αν - ΜΑΗ 
为 4. 由 于 有 
αἲ --[ν 21". ΞΙ (modp), 


αν LVR"=—1 (ορ), 
故 d12:13， κ ἆ-- οἱ, 0<1<t+2， 如 果 1<t+2， 那 么 由 
[V2]”=1 (modp), 可 得 到 

{LVEI (ΣΠ (modp), 
但 这 与 [MV 217 Ξ---1 (modp) ΣΕ, ἐκί-ί!-9, ΒΙ ἀ-277 
-Ν, ἈΣΕΒΗ͂ Ταν 2 ΧΜ ρ δὲ Νο 故 
{NV -23 αν- M2} 满足 NTT 的 条 件 . 
总 结 1. 和 2. 两 种 情况 ， 将 可 实现 FNT 的 参数 Μ᾽ Ν. 

a 列 于 表 3. 过 3 还 给 出 了 最 大 可 能 长 度 入 waz 及 相应 的 a. 

表 3 实现 了 NT 的 参数 Μ Ν.α 


YM=F, N | Άγιος 时 
t De=2: Nax 

δεί ] a=2 | au=w 了 | α--θ σ 

! 上 

1 9 5 4 一 4 4 9, ὃ 
2 4 17 8 16 16 16 «ὃν 8 
8 257 16 32 356 | 256 3 
4 16 216 十 1 32 64 216 916 3 
5 39 (32.51 64 198 一 199 ν΄ 
6 64 δ4|.1 ] 128 1 963 一 950 ΠΕ 


δη 设 有 两 个 序列 
Γ ᾱ 17 
[ἡ 0 
{wn} -- "ορ 
Ia | 一 2 ] 
试 求 其 循环 卷 积 . 


【 解 】 由 于 jon lao Σ Δε! --ᾱ-4--θ, 


故 可 取 MM 一 Fs=17,，N 


τα 1 1 
1 4 4 
1 4 4 
[1 4 49 
1 1 1 
1 4 
1 16 1 
1 18 


T= 


4, a 一 4, 变换 矩阵 Ta 为 


46 


45 11 
1 

18 

16 
4) 


1 


1 一 
1 一 


(modl 


1 1 
4-1 
1 1 
4 一 ! 
τ). 


由 于 4 二 18 (mod17), 故 变 换 Ts μηδ πι βε ΤΣ 为 


1 1 1 1 1 1 
1 41 4-2 4-3 1 一 4 
Πτι--18 三 一 4 
ή 1 453 4-1 459 1 —1 
1 43 49 49 1 4 
απ 1.1 1 
1 13 10 4 
Ξς]8 1 16 1 16 (mod17), 
Ὁ) 
1 416 4 


1 ΤΙ 
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Χο σρ 
δι σι 
三 kj} 二 ΞΕΤ' 
{ κ) Χο ἜΑ δα 
Χα 化 3 


1 1 1 111] Τι 
1 4 16 1ὸ 0 了 
5 
δ 


16 1 ιο]! ο) (πο411) 
απ 18 16 4} 15! 
五。 οἱ [1 
{Hx} = η) = κ Ξε ; (mod17). 
Πο | hs | | 14 | 
利用 FNT 的 循环 卷 积 特性 , 有 
-Yo| TXoHo| Γ 15] [15° 
γι ΧιΠι 85 1 
ΠΩ! yp, |] χιπὶ ] 90]; αἱ (ΠΟΤ). 
Pao| | XHs| | 113] | 10. 
再 求 {ΥΠ} 的 道 变换 , 得 
-- ~y,- 
. Yi | πι γι 
{να} = ys ΕΤ. 了 ， 
.. να. Να 
ΓΙ 1 1 11Γ18᾽ 8] 
1 1816 41 1 13 
-. [3 二 6 (mod17). 


ἵα 16 1 16|| 8 
|: 4 16 4 | 1ο] .. 


--- 80 --- 


取 其 绝对 最 小 剩余 , 得 到 卷 积 的 真 值 为 


一 一 ~ 


Yo 3 
yi | 一 5 
4 | 6 
_ Ys 一 6 


对 于 FNT 而 言 ,由 表 3 知 , 变换 长 度 太一 25 一 2444 或 者 
Α-4ὐ --2ἱ3, ΜΗΝ] ws= 2， αμ 2, Ν 是 高 度 复合 数 ， 
从 而 FNT 具有 FFT 类 型 的 快速 算法 ，awp 一 2，asi 一 M2， 
故 作 α 的 方 赛 的 乘法 时 , 仅 为 移 位 操作 ( 当 ow 一 M2 时 , 乘 a 
的 偶 次 方 赛 的 计算 很 简单 ， 仅 为 移 位 操作 ， 乘 的 奇 次 方 宁 
时 , 需要 乘 一 次 \/3 ,而 \/2 的 二 进 制 表示 是 一 个 二 位 数 ， 故 
计算 量 比 w=2 时 略 大 些 )， 由 例 2 知 , 作 一 个 六 点 的 循环 卷 
积 ， 需要 两 个 正 变换 及 一 个 逆 变 换 及 入 次 乘法 ， 如 果 用 快速 
算法 ,共和 需 ΔΝ log。 Ν 次 移 位 操作 ， 和 3Nlogs 和 次 加 法 以 及 
Ν 次 乘法 ,计算 量 大 为 节省 因此 , 将 FNT 用 于 数字 滤波 ， 
看 来 是 最 有 前 途 的 . 但 是 由 于 字 长 = 2， 而 变换 长 度 六 与 
5 成 正比 , 这 样 ， 可 供 选 择 的 字 长 太 少 , 从 而 限制 了 选择 字 长 
的 灵活 性 ; 当 所 需 的 变换 长 度 Ν 较 大 时 ,3 也 较 大 , 从 而 增加 
了 实现 的 复杂 性 , 这 两 点 是 FNT 的 主要 缺点 ， 利 用 11 和 14 
中 的 方法 , 可 适当 加 以 改善 . 
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-.-6-- 
应 用 Fermat 数 变换 计算 复数 卷 积 


对 于 两 个 长 为 六 的 实 整数 序列 {w} 和 {Λι}, ΠΙΑ ΒΒ 
ENT 的 循环 卷 积 特性 计算 它们 的 循环 卷 积 {ynj: 


Ἆ-ι 


hws (n=0, 二 … Ν-1), 


” 即 有 {Ys} - ΙΕΝΤΗΕΝΤία,).ΕΧΤ{Ι.}}. 
这 种 方法 所 需要 的 计算 量 是 两 个 正 变换 ， 一 个 逆 变 换 ， 六 个 
乘法 及 若干 个 加 法 . 


如 果 从 数字 滤波 角度 看 ， {2.} ΜΕΡΑ 号 序列 ， 
{ια} 为 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 序列 , (ψ.} 则 为 输出 信号 序列 ， 
但 是 在 雷达 、 声 纳 (Sonaz) 等 许多 应 用 中 不 能 忽视 信号 的 相位 
信息 , 输入 信 呈 实际 上 是 一 个 复 信号 ， 人 fn} 也 是 一 个 复 序列 . 
在 这 种 情况 下 , 如何 用 FNT 求 它 们 的 复数 卷 积 ， 这 是 本 节 叙 
述 的 一 个 问题 ， 另 一 个 将 氮 述 的 问题 是 ,如果 应 用 复 整 数 序 
列 ( 所 谓 复 整数 ， 意 指 其 实 部 和 虚 部 均 为 整数 的 复数 ) 在 整数 
环 Zw 上 的 特殊 表示 法 ， 那 么 可 以 得 到 计算 复数 卷 积 的 一 个 
一 般 公 式 , 从 而 能 够 节省 计算 量 . 


一 、fermat 数 环 ( 域 ) 中 的 复数 卷 积 


设 两 个 长 为 的 复 整数 序列 {ο}, {νι} (α-θ, 1, -., 
太一 ,其 循环 卷 积 仍 定义 为 
ον dl ND, 


Φ 


- . 
tn = 2) I Tn 


| j=-~M-l, (2) 
ga 一 [ἡ 十 13, 
那么 5, πα, 为 : 
λα .A κ 
ἂ, 一 ὦ (κος ον ΠΝ 全) > (3) 
-1 
A Χ-1 和 - 
Wn 一 Σ (διδα ο, 十 ὥς ) . (4) 


由 (3) 和 (当知 ， 直 接 计算 每 一 个 输出 值 mw， 需 要 47 个 乘法 
和 4N 一 2 个 加 法 . 计算 出 所 有 的 yw 共 需 4 ”个 乘法 及 4N” 
ΑΝ 个 加 法 . 

现在 在 Fermat 数 环 Zr, 中 计算 卷 积 . 

按 下 式 


~ Ν-1 ΜΝ Xi . Ν-1 
max| | 名 | δν | ἦα], {6 | mar δα [3ι|, [2 maz ὃν [όν], 
κ-0 1Ξ0 k=0 
~ Nl 
[ls 加 |< 和 0, 1 Ν-1) 


选取 模 用 一 也. 
由 于 Μ-- Μι ο μα, 08 一下， 故 
2:=—1 (πιοά Εν), 


从 而 有 23= /二 IT- (modF). 
因此 可 将 (2) 式 写作 

pp 二分 ,二 22 全。 

训 二 证 32% Cmod Ε)). (5) 


b 
πα. ην 
于 是 


Χ- DA 了 
Yn 三 (ῶκ-- 231) (Άι ον” 21 δ χι) (modF'?) 。 (6) 


(5) 式 表示 ， 一 个 复 整数 可 与 Zr, 内 的 一 个 整数 同 余 , 但 
是 , 看 来 还 找 不 到 一 个 复 整数 与 Zz, 内 的 已 知 整 数 同 余 ， 为 
了 解决 这 矛盾 , 引进 一 个 辅助 卷 积 δι 
“= (B22) (oo 一 号 和 on (ποάρ, (1) 
亦 即 , 
α.Ξεῆ.--397ᾳ, (modF,). (8) 
于 是 由 (5) 和 (8), 就 得 到 8, 和 ὃ, Ἢ. 
2ἢμτ αι 2 
ba | (modF',). 
2» 25 10 ΞΕη]--- δα 
由 于 
3.(-.95-1γ--1 (ποἀΡ), 2 (2: γ--1 (modF,), 
这 样 有 21 --αἳ (modF,), 


(γα... ο” modP 
所 以 得 到 ; 
如 三 一 22-3(W zy (modFi), (9) 


t=) (94), (0) 
其 中 和 久 分 别 由 (6) 和 (7) 所 示 . 
这 样 计算 出 ᾱ, πι ὃ, 后, 再 取 其 绝对 最 小 剩余 , 就 得 到 包 
和 ἃ, 的 真 值 , 从 而 得 到 9 的 真 值 ， 从 (6) 、(7) 、(9) 、(10) 可 
知 ， 计 算 一 个 加 ( 即 一 个 全 和 一 个 名 ) 只 需要 3 个 乘法 及 
2N +4 个 加 法 , 与 一 般 方法 比较 , 计算 量 节省 了 一 半 ， 然 而 ， 
这 里 的 乘法 和 加 法 必须 在 整数 环 Zr 内 进行 . 
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二 、 应 用 Fermat 数 变换 计算 复数 卷 积 
下 Αν FNT{6,)}, 
να -ΕΝΤ {2.} 
A FNT{h,), 
8, -πντ{3,}, αν 
θι-- ΕΝΤ{8,}, 
六 -FTNT{Z 


于 是 , 由 (3) 和 (多 就 得 到 
Όι-- ἆνβι-- και, (13) 
δι-- Ἁνῃι  Όνβι, (13) 


ΤΡ ΒΗ 19 3ξ μα, 就 得 到 
8, ΞΠΕΝΤ{Όχ -ΤΕΝΤ{Α 8, β, Βαλ, (14) 
ἃ, ΞΙΕΝΤ {δ} --ΠΕΝΤ{ δ Βν-- διΒι]. (16) 
应 用 这 个 方法 ， 对 于 六 点 的 复数 循环 卷 积 ， 所 需要 的 计 
算 量 是 六 个 变换 (四 个 正 变换 , 两 个 逆 变换 ) ,4w Λε ΑΝ 
个 加 法 ， 
如 果 应 用 (9) 和 (10) 式 , 那么 
Όν----ν---(-.--ο5 Σ.Β. 9531 
Ε(Α,- ο δ ρ(Ώι--ο}5)}ᾳοοᾶξὴ, (16) 
六 οΗσου νου σα 
--(ῑς- εδ (ῆν--2589)} απο’). (1) 
应 用 逆 变 换 , 就 得 到 


如 ,= 一 22-IIFRNT {( 信 ,十 934) (8.97 δ 
-(ᾱν--α δ) (8, 2Η} (ιοαξ), (18) 
ὃ,---ο ΠΕΝ (Δ. -ᾱ- (8 οἳ ἣν) 
(3, --2ΣΑΡ(ΗΒ,- 19) } (modF,). (19) 
(18). (19) Ξ 44). 、(15) 比 较 , 两 者 均 需 要 六 个 变换 , 但 
这 里 只 需要 2Ν 个 乘法 及 ΘΝ 个 加 法 ， 所 需 的 乘法 减少 一 半 . 
例 设 两 个 复 整数 序列 为 


άν (n=0, 1, 2, στ. Ν--1), 

ο | 9 
..- 

其 中 ， 全 = 人 =| “ | | 
wa 1 
xl ο 
Γ δο 1 

@ -= ς |- Ἴ 
2， | 1-9 

ο 日 
δι 9 

(0) = {6h}= ο 19} 
hs | 

Γ ἃρ 7 1] 

δι --1 

(ὦ) = {3ι}- 和 | οἱ 

| δι --9 
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试 计算 它们 的 循环 卷 积 
2 一 Sho (n=0, 1, 2, 8). 
[51] 由 于 
max| |δ, | κα Σ [ἆε|, [9. | οεε 3 δν], Blan δὴ |-κ|, 
| ἄν mx Σὲ [δν] ]--Β, 


故 取 Μ-Ε,-11, Ν-Α, α--ᾱ, 
-1 1 1 1 
T= | cmon) 
1 | 


4 
τς 4 1 (mod17), 


1- 
κ 10 
于 是 ， ( 仿 ) 三 (分 ) = 5 (mod17), 
9 
-1 - 
. 7 
(4)ΞΠΙ(Θ)Ξ: ὅ (mod17), 
8] 
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”3 
Α 9 
πο μμ Ὁ 
101 
15- 
(8 ) 三 2 (Ὁ 8 : (mod17)., 


14. 
根据 (12) 和 (18), 有 


(Ό)5-{ 3. Βι-- δι) -- : (mod17), 


—B | 
-1 
人 Δ Δ. Α 一 6 
(0) -{ Άι ἂν - a} = ο (mod17). 
一 3 .| 
应 用 逆 变 换 , 就 得 到 ， 
..- 
、 4 7 
(0) -ΙΕΝΤ(Θ)ξ-Ίτὶ ο 8 (mod17), 
-δι | 8] 
ΙΡ 3 
Ν --6 一 4 
(8) =IFNT( 人 三 7 _2 = κ] (ποτ), 
2 1 


取 其 绝对 最 小 剩余 , 得 


一 工 | 3 
0 四 -| 
( . 8 > Ὁ} ΠΝ 
ο 8. . 1 
于 是 由 (9y) = (8) -}(), ΒΙ 
| oo ο -1--18. 
ο Yt - 7 一 和 
(9) = yy 8+5 | 
ya | 8+7 , 


这 就 是 用 一 般 FNT 算法 算出 的 所 给 复 整数 序列 的 郑 积 值 ， 
如 果 应 用 (18) 和 (19) 式 , 那么 
ἠΞε35--:4 (mod17). 
于 是 由 (16) 和 (17), 得 到 


D, 
(全 6 十 4 是 0) (8ο--48) 上 (全 一 4 全 0) (Πο- 410 
.| (总 十 4 总 ) ( 户 4 个 ) 十 (到 一 4 入 0) (Βι--483) 
( 京 。 十 4 他 ( 户 。1 4 全 (ἄνα. (Βε- 一 4 让 
(证 ,十 4 是 ，) (8,489) 十 (κ - 49) (BF,—4f,) 


26181 Γ δ᾽ 

-.β) Ὅ-δ | ἡ (mod17) 
一 16 9 ; 
14-50 | 1 一 5. 
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ο πο 加 下 | aoar)， 
δα. 一 14 十 30 | 2 
利用 逆 变 换 , 得 
-| - 
(4) --ΠΕΝΤ (0) =7T71(O) = 人 (mod17), 
8 
- 
(ὦ)--ΓΕΝΤ(Ο) = T7710)= 和 (mod17). 
.. 
取 其 绝对 最 小 剩余 , 得 
-1 Γ 3- 
-| :| 四 -| 
8 1 
于 是 所 求 卷 积 值 为 
yo | | 一 1+j3 0 
o-| | .. 
μα δ .] 


从 上 例 知 ， 用 本 节 的 方法 ( 即 利 用 (18) 和 (49) 两 式 ) 计 算 复 数 
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卷 积 ， 比 一 般 方 法 ( 即 (14) 和 (15) 两 式 ) 所 需 乘 法 次 数 减 少 一 
半 . 而 且 , 这 两 种 方法 都 是 在 同一 整数 环 Zx 内 进行 运算 的 ， 
这 就 是 说 , 本 节 的 方法 , 是 在 不 增加 字 长 的 情况 下 , 使 乘法 次 
数 减 少 一 半 . 但 是 , 如 果 按 如 下 步骤 进行 计算 ; 

(0) = {ys} =IFNT {FNT{S, 二 22 全 ,FNT {β, 1-253,}}, 
() ={2} ΠΕΝΤ(ΕΝΤ (2, --23δ,} ΕΝ {一 2 多}}， 
再 由 (9) 和 (10) 得 出 δ. 各 ,， 那 么 计算 量 虽 亦 可 比 一 般 方 法 

有 所 减少 ,但 字 长 将 比 一 般 方法 有 所 增加 . 
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一 重重 一 
伪 Fermat 数 变 换 


9 中 已 经 指出 ，Fermat 数 变换 的 一 个 主要 缺点 是 字 长 已 
与 变换 长 度 之 间 存 在 严格 的 关系 . 从 表 8 可知, 当 w 一 2 时 ， 
Ν -3δ. 当 a=M3 时 ，N=45; δ-2: Ημ κ 
快 ， 所 以 可 供 选 择 的 字 长 极为 有 限 。 当 需 要 的 字 长 不 是 2 的 
乱 ， 例 如 需要 的 字 长 是 24,， 如 果 取 下 一 个 5, 如 8=32, 那 将 
导致 计算 的 极 大 浪费 . 

本 节 提 出 黄 个 办 法 圳 以 改善 . 


一 、 在 下 =2+1,5=s.2: 为 模 的 
整数 环 Ζν 上 的 变换 

µ Μ-- ο) 1, ὁ --ᾱ. 26 是 奇 整 数 ， t=1, 3, 1.1) 作为 模 ， 

这 时 
22 十 并 | 22 十 工 

所 以 变换 长 度 交 决定 于 22 +I= 刀 .由 9 中 引 理 2 与 引 理 ο, 
可 取 变 换 长 度 六 一 空 于 及 下 一 2442. 

ΜΗΝ: 211Ηή, a 一 2， 这 是 因为 

α (ο) ==)?=1 (modM), 


Ν 
αἷ-- (25) 1 Ἱ. (modM), 


Δκαέπνα--α. ΜΜ Νεα, Εμ Η 的 任 一 素 因 
子 是 9, 由 于 有 
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αἵ --οἳ = (modg), 


αἲ --ο τς] (πιοάφ), 

所 以 如 设 α-- 2) 对 模 g 的 阶 是 吕 ἈΔαἰ2'' 不 妨 设 d=2, 
ΤΓλ0«ἶκεέκι, 如 果 [1 那么 由 于 

(2)—(2)°=1 (modg), 
故 有 [6931 Ξ (29751 (παοάφ), 
ΠΚΗ 2 7---1(ταο]φ)|4, Με ῖ--τ-1, Β ἀ--24}1, ΚΕ 
示 &=2 对 模 g 的 阶 是 2 由 于 & 是 好 的 任 一 素 因 子 ， 因 
此 ,a 一 2 对 的 所 有 素 因子 的 阶 都 是 2'', 所 以 根据 旨 中 定 
理工 知 ，{a 一 2， 六 一 2 满足 NTT 的 条 件 . 六 ΠΜ 互 素 
是 显然 的 , 故 如 下 变换 成 立 : 设 由 EZxrCW=0 1 … ΔΙ-- 1), 
Μ-2}-1, 5==8.2;, 为 奇 整数 , 则 


Ν-ι 
Χιπ Σαρ” (0-0, 1, τν, Ν-1) (modM), (1) 


ου. (n=0, 1, --», N—1) (modM), (9) 
其 中 六 一 21， 
ΗΝ Μα ο) τν (259), 
这 里 。 a οσον ο ) [oem 1], 
首先 ， αἲ ο η) poe ή 


一 DCs -le 2133) (357 . 3 211 1 1-1) 
三 一 2422 (modM), 


αἲ --[ FE] (299 ml (modM), 
αἲ -- (9392z= -1 (modM). 


这 表示 a ΣΧ Μ ΑΦ (25. Ες ΜΕ 
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一 素 因子 , 且 设 a= (29 3 对 模 g 的 阶 是 @ 可 以 证 明 吕 = 3， 
事实 上 , 由 于 

(VP)"=1 (modg), (VP)”*=-1 (modg), 
αι. ἱπ]ξά-52ἱ 于 是 0<I<t+2， 如 果 1<t+2， 那 么 
由 于 《V2)? 一 《M3 )”=1(modg), 所 以 

[(ΦΘ52]2'''ΞΞ1 (modg). 

也 就 是 (V2 )”" 二 1(modg), 但 这 与 (VF ΞΕ --1 (modg) 
矛盾 ， 所 以 4-2 由 于 9 是 M 斩 的 任 一 素 因 子 ， 这 表示 
ία-ν2', Ν-2} ΚΚ NTT 的 条 件 ， 即 如 下 变换 成 立 ; 

ἕαις Ζν(η--θ, 1,…, ΝΠ), M=2+1, b=32:, ϱ 
是 奇 整数 , 则 


N-1 
χ:ΞΣ σιν 5”) (πολ (1-0, 1, ..., N—1), (8) 


w=N-1 Σ Xi ME) (modM) (ι--0, 1, .'., Λ΄-.1), (4) 


其 由, Ν-2 7 ΨΙΡ.α( 2 ) [2:2m_1]， 注 意 这 里 
M3 是 正 整 数 ， 如 8 一 3, t=3 时 ，M=2* 十 1, Ν--39. 
α-- 路 = 条 (200 一 站. 

表 鼻 列 出 了 在 ΖΗ(Μ-2’-1,δ--ε:2! 5 δες, ἐ--1, 
2,…) 上 的 NTT 的 各 种 参数 .从 表 生 可 以 看 出 , 字 长 6 的 选 
择 比 较 灵活 ， 但 与 FNT 比较 , 在 相同 字 长 的 情况 下 , 可 实现 
的 变换 长 度 却 要 短 些 ， 例如 ,不 =16，HNT 只 需要 5=8 或 
4, 这 里 却 需 要 上 = 2324 或 1323、 因此 , 这 种 变换 的 实际 意义 并 不 
大 , 在 实际 应 用 上 似乎 上 只 对 8= 24,，40, 48 才 感 兴趣 .但 是 这 
种 变换 的 变换 长 度 六 是 2 的 每 , λα κ 35, 因此 具有 快 
速算 法 及 只 需 移 位 操作 的 特点 . 

这 种 变换 , 由 于 5 是 偶数 , 亦 可 用 于 复数 卷 积 的 计算 ， 
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在 以 用 ~ 名 +1(5 一 -2 人) 为 模 的 整数 环 Zu 上 ,也 可 能 存 
在 长 度 大 于 2 的 变换 ， 例 如 及 29+1~2 ”+1， 由 于 
223 十 1|249 十 1， 故 入 maz 一 2”== 256， 又 例如 以 = 230-1, 
2 十 1|2% 十 1， 故 Wasz 一 2 一 66536， 但 是 相应 的 e 可 能 不 
简单 


表 4 在 整数 环 Zu(M=2+1, δ--5-3ι, ο 
是 奇 整数 ) 上 的 NTT 的 各 种 参数 


ο δ» 65 15 ο το πι το πι μπὲ 


ο - Ὁ5 σι - 55 σι -: 65 σι οὐ 


站 


Ῥήνν ος ρω. «399. 


二 、 伪 Fermat 数 变换 


如 何 保持 上 述 变换 的 优点 而 使 变换 长 度 增 加 呢 ? 

我 们 根据 和 中 定理 4 来 分 析 一 下 变换 长 度 受 限制 的 原因 ， 

ὃς ΜΘ 11, 3 12Η, ΜΗ 就 不 是 素数 ， 设 可 以 分 解 
为 
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Mi Μο 
Μ-- Μι Μις ορ 
记 Ο(Η1) = (pi1—1, To—1, »'', Pr— 1), 
Ο(Μ:) = 《Da 一 十， 2 一 十 )， 
由 于 Ο(Μ) --(ρι-!, .', φε-1, Prii—1, ''", Ps—1), 
所 以 有 Οὐ = (0Η), Ο(Μ:9)). 

由 和 对 中 定理 4, 变换 长 度 2Η Ο(Δ) 的 约 数 , 所 以 六 
必须 是 O(M1) 和 0(M) 的 公约 数 ， 可 能 有 这 样 的 情况 ，M1 
很 小 ， 从 而 Ο(Μι)ΛΒ)ν, ΤΠ Ο(Μ9)ΣΟ(Μ1), ὩΤΕΟ(ΛΜ) 
>O(M)， 在 这 种 情况 下 ,就 因为 有 因子 Μι 而 使 得 变换 长 度 
大 大 减少 ， 例 如 

Μ-- 21.1 --4001-- 11.241, 
OCM) = (16, 240) --16, 


Ο(Μι) --16, 
Ο(Μο) =240 
就 是 这 种 情况 . 在 La 上 ， Nmaz = 16, 但 是 以 
ρα. 3511 
M,=241= 17 


为 模 的 整数 环 Zx, 上 , Νωις- 940. 也 就 是 说 ， 在 Zx 上 , ΒΗ 
为 有 因子 Wiz， 只 能 产生 最 大 变换 长 度 为 16 的 NIT， 而 在 
Zu 上 却 可 以 产生 最 大 变换 长 度 为 240 的 NTT. ΗΝ 以 Ms 


为 模 计 算 循环 卷 积 y, 时 ,最 大 输出 范围 ΜΉΝ ， 而 以 
好 为 模 计算 加 时 ， 最 大 输出 范围 EN 可 ΠΕ 输出 范围 


减少 了 如果 有 这 样 的 情况 ， 即 由 于 Μι 的 存在 ,使 得 Ναι. 
大 为 减少 ， 同 时 M1 又 不 能 有 效 地 增加 最 大 的 允许 输 δὲ, ΒΝ 


“有 效 字 长 ”， 那 么 在 这 样 的 情况 下 , 我 们 可 以 在 以 Ms= 说 
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为 模 的 整数 环 ὄν, 上 定义 NTT, 以 减少 最 大 输出 的 范围 为 代 
价 来 获得 变换 长 度 的 增加 ， 当 Μ-- ου (2), 这 种 在 Μ 
的 因子 ΔΙ, 为 模 的 整数 环 Zw, 上 定义 的 NTT 叫做 伪 Fermat 
煞 变换 (Pseuqo FNT). 


ο ο” 
M=p «011 00. 
κ Μος, 为 模 ,如 果 | 一 2"，X -~ 2 | 满足 NTT 的 条 人 ， 
那么 如 下 变换 


-- | 
X= αρθρο (moa “:) ο, 1, ΜΟῚ Ν--1), (6) 
n=0 8 


καὶ M 
一 AT 一 工 一 也 人 大 
αι Ν Σ) Χρ" (mod 元 
称 为 伪 FNT*. 其 中 ， 


N= σ.ΕΖι(α-ο, 1, «Wl). 


) ᾳ-ο,1,-., Ν-1) (Θ᾽ 


伪 FNT 中 的 5 可 以 是 奇 整数 ， 也 可 以 是 偶 整 数 ” 对 伪 
FNT 来 说 ,最 要 紧 的 是 选择 模 Ms， 通 常 取 M 被 它 的 最 小 因 
子 相 除 , 其 商 作为 模 Μ., 以便 使 Ms 足以 取 aw=2 或 wa= 了 
作为 根来 定义 一 个 尽 可 能 长 的 变换 ， 

表 5 列 出 了 当 5 是 偶数 时 ， 仿 FNT 的 各 种 参数 ， 表 中 
logs Ms 是 有 效 字 长 ， 对 表 中 所 列 的 Was 来 说 ， 2 对 模 Λα 的 阶 
数 是 25， 同 时 也 列 出 了 有 α- 2 为 根 的 情况 ， 这 时 Ν--4ὐ 
(必须 为 4 的 倍数 ). 从 表 中 可 以 看 出 ， 字 长 的 选择 比较 灵 
活 , 当 有 效 字 长 为 16 时 ， 至 少 给 出 六 = 40 的 变换 ， 最 大 可 给 
出 六 =96 的 变换 (注意 , 这 里 都 是 指 根 a 是 2 或 V3 的 情况 )， 

”我 们 只 限于 根 是 4 一 2* 的 情况 ， 当 ο 为 其 它 值 时 , 暂 不 讨论 
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098ST 


886 924 

052 0995822997 
P22 Ld 

561 56Τ 

一 σ6 

一 821 

09Τ 0968408}0} 
一 9} 

ΡΡΤ ΡΥΤ 

一 89 

2TT 0σε0δλατ 
一 39 

96 96 

一 56Τ 

08 04918 


619:146:16/ 1 ει 
ΤΘΟΤΘ. 126: LIT/T+ oe 


15099/ΤΓαξ [559 | 7501 
619:146:16 | 28 
T89T9 “126.11 | 9T 

295 | 5 


/6999 | 79 
ο 


298/T 十 9%5 
48999/T 二 85 
ϱ/ΤΓοις 
LI/T+me 
14σ/1Γος 
SA/T 十 esZ 
Τ6.11/Τ ος 
9V/T 十 zeZ 

LT/T 十 szg 
ϱ/Τ-Γοιξ 
14σ/Τ Γης 
9/Τ΄-ςες 
ἐ1/τ-1-ο:ζ 
11/Τ-Γεις 


ΤΟΟΒΦΘΟΤΖ6ΙΣΡΡ: ΤΟΙΤΤΤ" 16999 |08 
εεδιβ8ΤΞΒΙΦΤ: 19:19:45: 1654 
τθαρὀσζθσρ:τβοτο:τρῦ: 21 108 
/685260T759'59T9 185 199 
LEE9208' 1999861 [88 
6960816091 :5ΤΟΤ"216:8 [98 
ἐΤρεγοτεθσ. 6ος LT | 和 
T96993842P* 185 | OP 

S18989' 242976585-9188 
18188 ΕΕΡ Τζ: LT |98 

11ε9δ: 596.191: 116 

τδ806ἑ4Τ᾽ ὁτ |86 
Ε1ΟΙ:291:84-α95 

ε19:1456:16 136 

Εττ6:166:α 166 

τϑ9τ9-,τ]06 

TPZ* LT 


dmd = 
μα τή-οᾷ--Π 


ἘΠ χμα ΙΟ ΗΤ(ήα/τ στ) ασ μα ο 
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与 FNT 比较 , 变换 长 度 有 所 增加 . 表 中 同时 给 出 了 Ζκ, 上 的 
最 大 变换 长 度 War, 但 相应 的 可 能 不 是 简单 的 . 


伪 FNT 是 在 整数 环 Zu ( Ms ος, Μ΄-3-ἑ1) 上 定义 


的 数论 变换 , 这 种 变换 的 模 运 算 要 比 一 般 的 ENT 复杂 些 . 但 
是 这 个 困难 可 以 用 下 法 避 开 .如 果 注 意 到 
M=—p pp 
那么 下 式 是 成 立 的 ; 
nod /gin 一 《 (moad)) (mod /pln). (7) . 


这 是 因为 , 如果 总 一 和 1 二 mu， 那么 显然 有 
Μ 
ᾱ- Χωωςθ (mod ς ). 

由 于 (7) 式 成 立 , 故 用 伪 FNT 计算 卷 积 时 , 先 按 模 用 一 2 十 
进行 计算 ， 得 出 的 结果 再 对 模 is- 如 进行 模 运算 , 就 可 得 
到 真 值 ， 当 按 模 履 一 2'+1 进行 计算 时 ， 从 表 5 可 知 , 5 比 有 
效 字 长 logs Ms 大 10%~20%， 

"δ 为 偶数 时 ，j- 人工 =28 (mod τς), 帮 亦 可 用 多 
FNT 以 10 中 的 方法 计算 复数 卷 积 . 
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复数 数论 变换 (CNT) 


利用 实数 数论 变换 , 例如 FNT， 可 以 计算 两 个 复 序 列 的 
卷 积 ( 参 看 10) .由 于 在 许多 应 用 中 ， 例 如 雷达 ， 声 纳 ， 通 讯 
和 遥感 等 ,不 能 忽视 信号 的 相位 分 量 , 计算 复 序 列 的 变换 就 显 
得 特别 重要 ， 实数 数论 变换 计算 复 序列 的 变换 ， 是 将 实 部 与 
虚 部 分 开 分 别 计算 ， 本 节 研 究 复数 数论 变换 , 以 便 直 接 作 复 
序列 的 变换 . 


一 、 复 整数 环 25 的 概念 


设 1 为 一 自然 数 , 以 ΜΗ 为 模 的 整数 环 Gax 定义 为 
Zu= {0, 1, 3, ---, Μ--1}, 
任 一 整数 α 必 与 且 只 与 Zx 中 一 个 整数 模 Η 同 余 , 这 个 整数 


记 作 ((@)). Ἠ ---δ--ᾱ---Ῥ-, ἩΙ 


((α)) =&. 

κ 264={a+j6, a, ὃς}, Ίν-1. 

任 一 复 整 数 Z (2 的 实 部 与 虚 部 均 为 整数 ， 则 称 2 为 复 
整数 ， 或 称 为 Gaussian 整数 ) 必 与 且 只 与 2 中 的 一 个 数 相 
对 应 , 记 作 ELZ]]， 即 

[21] = ((ReZ)) +j((Im2)). 


显然 , 如果 
用 ΜΗ . A Ν 
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则 | [[211-2. 
同时 , 由 定义 得 
[[2ι1-2α]}-[[23}}:-[ζ25}], 
[[Ζι:Ζ:1]-[{2Ζι1}}:[Ε2:}1, 
其 中 Ζι 和 Ga 为 任意 两 个 复 整数 . 
因此 , 称 2 各 为 复 整 数 环 . 


二 、 复 数 数论 变换 
设 形 为 任 一 自然 数 , 和 E2Z8 ε--0, 1, ::,, Ν--1), ΒΕ 
Χν--[[ 号 won]] (p=0, 1, …, 1-1), (1) 
αι [σσ Χια''"]] α-ο 1, -., Ν-1) 四 


为 复数 数论 变换 .， 其 中 ，aE 25,《*> 表示 模 Ν 的 非 负 最 小 
剩余 . 
不 妨 设 入 之 2. 
定理 1 设 必 为 一 自然 数 , 当 
1’ ΛΖ. 上 存在 , 即 (N, Λ) --1, 
2 ”a 满足 | 
[[α]17-1, (9) 
且 六 是 使 (3) 式 成 立 的 最 小 正 整数 ; 
85 存在 βιςΖη(--!1, 2, ΝΣ; NC—1), 使 
[[Βι(α'--1)]]-1 (t=s1, 2, »'', --1) (4 
时 , (1) 与 (2) 为 一 对 互 逆 变换 . 
证 明 将 人 2) 式 代入 ( 式 , 有 
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.ι 二 ῄ Χα ( Ν- ων») 


一 ῄ Ξ Χ, ( Ν- Σ απ). 
为 要 证 明 (1) 与 (2 是 互 着 变换 , 只 需 证 明 


I my 1, hb—m=0 (modN), 
[2 ΡΝ ]]-19 το.” 


由 于 条 件 1” 与 2” 成立, 故 第 一 式 显然 成 立 ， 为 此 只 需 证 明 


[[Σ we || --0. 
事实 上 , 只 需 证 明 
[Σ-“]-ο ἀ-ν»,»,Ν-υ, ὦ 


由 于 有 条 件 55, 故 
[[)ο-]]-ττβιῳ“-1) Π[[Σ) 
-[[βεί“--1) Σἱ | 


-[ἰθι(α”-Ὁ}]-[[ΒΗ71[[α’- 1] 
定 =0 (t=1, 2, »',, 1--1). 
理 证 毕 *. 


三 、 复 数 数论 变换 的 循环 卷 积 特性 
ξαωςζΖα, EZEm 一 0, 1,…, 入 一 4)， 称 
ὃν (n=0, 1, ..., Ν--1) (6) 
κ 在 定理 的 证 明 中 ， 似 乎 只 用 到 [[a]y 一 1， 而 并 未 月 到 “ 是 使 (3) 式 成 


立 的 最 小 自然 数 ”。 但 这 是 必要 的 ， 如果 对 某 个 1<t&N 一 1) ,有 [[2]]*=1， 
那么 由 (6) 式 , 将 得 到 (CN)) 一 0, 但 这 与 (NY, 下) 一 1 蔬 盾 。 
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为 复 序列 {αι} 和 {7} 的 复数 循环 卷 积 ， 
定理 2 设 


Yi=[[Ri He] (=0,1,., N-D). (7) 
证 明 
Ην ή 
记 m 一 m4 则 


Y= || Σ ΡΝ oO 站 
由 于 [i ΡΝ λοι αἴ ην | | 号 ha | |， 
故 五 =||[ ΣΣ ᾳ ανν | 
ως ΗΡΙ 
[LX Hl. 证 毕 . 
为 了 得 到 卷 积 的 真 值 , 必须 这 样 选 取 模 六, 即 Μ 必须 满 
足 
Μ 


N\ 
«οί Σ weh on 一 了 mw ) m( Σὶ we hcn —k>w )< ᾱ- 
(n=0, 1, -.-, ΝΤ: Ὁ. 
如 果 记 τ-- max [zn| ， 6= ΜΗ ΤΙ Μ 只 需 满足 
Qan<N Oan<N 


M -M 


一 113 一 


即 
M>278N. (8) 


站、 复数 Mersenne 数 变换 


取 Mersenne 数 为 模 ，M = Mp2? 一 1, 7 为 素数 ， 可 以 
证 明 , 六, a 可取 如 下 值 ， 


表 6 

α | Ν Να 
9 2 好 _ Μρ-ι 
ἠρ--1 

- Μι. ον 

2 22 2 2p 
Μ.»-ι 

4 Μ,---5 

27 2 ?一 一 全 
. Μ.»-ι 

ἃ μ....5 

117 为 14ρ ἔν 


下 面 分 别 加 以 证 明 . 在 8 中 , 对 前 两 种 情况 虽 已 经 证 明 , 但 这 
里 利用 本 节 定 理 革 来 证 明 . 

1. a=2, Ν-ρ, 

显然 (CWN™)) (1, Μν 1) 

(2-1) 21-22) =1, 

由 于 [ια 1] (0939) -1, Pp 为 素数 ， 显 然 p 是 这 式 成 立 

的 最 小 自然 数 . 同时 还 可 证 明 
(θα My) =1 (GG=1,2,.., p—1). 
否则 设 对 某 个 tl1<t<p 一 了 ), 有 
(2' 一 4，2Mp) 一 99g> (9 为 素数 )， 
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于 是 有 2-51 (modg), 2?=1 (medg), 
由 于 是 素数 , 故 2 对 模 9 的 阶 为 p, 从 而 有 Zplt, Κα 1559, 但 
这 与 1 的 范围 矛盾 ,因此 
(1-1, My)=1 (=1, 2，…， ϱ--1). 

这 样 , 存在 BE Ζας, 使 

Br(2:—1)==1(mod My (1-1, 2,.…, p—1), 
即 ((Θι{2!--1}}-1: (t=1, 2,., φ-Ὁ. 

这 样 就 证 明了 {2, ϱ) 满足 定理 1 的 条 件 , 下列 变 换 成 


ΕΔ 
ἕξα,ς ΖΗ, (n=0, 1, ΝΣ; ρ-}1), Μρ--2--1, 2 为 素数 ， 


.ν-{(Σ ) +i (B02") 
(1ο, 1, …, N—1), (9) 
ΑΠΡ 
(n=0, 1, ο. N—1), (40) 
其 中 , α,--Ἡοίαι), 0, 二 Im(z,), d= Re(Xr), Βι--[πι(.Χχ), 


N=p, Ν---Μ»-- Ef 
Ῥ 


则 


2. α---2, N=27. 

显然 (9871) -1. 

由 于 [[α]11”-.((--2}}᾽--1, 

Γ[α]]’--((--2)}’--1, 
所 以 a= 一 2 对 模 My 的 阶 数 是 Ν-2ρ, 为 了 证 明 <= 一 2 8 
有 (4) 所 表示 的 性 质 , 记 
N=((—2):—1) (=1,2,.…, N—1), 

只 和 需 证 明 
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(λε, τι. (=1, 3, τν, Ν-1), 
为 此 ， 
(i ) 22 一 工 ， t= 2n, 0-«π«ρ, 
ολ. 2441),， ἐ--9π-1, 0<n<p, 
在 (i) 时 ,可 以 证 明 
(95. 1, My)=1 (0<n<p). 
ΛΙ, 如 对 某 个 %(0<n<p), 有 
(2” 一 1， Μ) =9d>1 (9 是 素数 )， 
于 是 有 
931Ξ 1 (modg), 2?=1 (mody). 
由 于 2 是 素数 ，2 对 模 9 的 阶 数 是 p， 从 而 有 p12n， 即 pln， 
这 表示 "之 p, 这 与 匈 的 范围 矛盾 . 
故 3-1 My) =1 (0<n<p). 
在 (让 时 , 只 需 证 明 
(ρα 1, 1) =1 (0<n<p). 
事实 上 , 可 以 证 明 
(1+2% Μι (8 为 任意 自然 数 )， 
为 此 , 只 需 证 明 * 
(1+2, Mi)=1 (1-1, 2, ---, ρ--1). 
同样 可 用 反 证 法 ,如 对 0<&<2 中 某 个 % 有 
(23, Μρ) --ᾳᾱ»1 (gq 是 素数 )， 
和 (i) 的 证 法 完全 一 样 ,得 到 b>p, 这 与 的 范围 矛盾 . 故 
1-2’, Μι) 二 1 (% 为 任意 自然 数 ). 
从 而 有 11327, Ms)=1 (0<n<p). 
这 样 , 由 上 证 明 , 知 
* 请 参阅 117 页 中 的 引 理 1， 
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(we Moy)=1 (1-1, 3, …;, Ν--1). 
记 β, Ἥλιε τε Ζακ, Εσυ, 3 1ὲ 
Πλ] (CB:((—2)’—1))) =1 
(t=1, 3, …, Ν--1). 
所 以 , {一 2，2p} 满足 定理 1 的 条 件 , 如 下 变换 成 立 ， 
ὕξσιεζᾳ m=0， 1, ., Ν--1), Λ--Μρ--3-.1, Pp 是 
素数 . 则 


Χ.-|[Σα α.(-3)”]} =0, 1,» Ν-1, (0 


-一 τι -- 《一 %K> 
w, |[ν Σ Χι(--9) ]] 

(α--θ, 1, “ Ν.--1), (12) 
λα ο --. 


δ. α-- 2], Ν --4ρ. 

ΠΑΝ Ν-4φ ΚΙ [[α]]’--[[2}ῃ11”--1 成 章 的 最 小 正 整 
数 。 只 需 证 明 {a 一 25, 性 一 多 } 满 足 ( 轨 ,为 了 证 明 这 点 , 先 叙 
述 如 下 三 个 引 理 , 这 些 引 理 是 容易 证 明 的 . 

引 理 1 {Πέ αξ-ῦ (modM)， 那 么 当 (8, Μ) = 工时 ， 有 
(a, Μ)--1. 

引 理 2 ”如果 zl2， 那么 当 (8, Δ) =i 时 ,有 (4a, M)==1. 

引 理 3 当 且 仅 当 (w Δ) = 工时 , 有 ία, 34) =1. 

上 述 三 个 引 理 中 , α, 5 均 是 整数 ，M 是 自然 数 . 

现在 来 证 明 α-2), Ν--4ρ, ΑΒ (Α8)2ΛΕΠΚΗΗ ΗΛ. Ττ 

λα (4) Τα -- (3231. τα 3, Ὃν 3-1). 
如 果 能 证 明 

(λε, Μρ)-1 (=1, 2 …， Ν--1), (Al) 

那么 为 在 Zw, 中 存在 知 '. 18 
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βι-λε(-2)-1 {-1,3, ο, ΝΤ, 
就 有 
Πβι(α--) 11 Πλ 21 ΠΑΡΙ 111 
--((λ1λῤ) τα (=1, 5, »',, Δ--Ὁ, 
因此 ,只 需 证 明 (A1) 式 . 
为 此 ， . 
(1) α - 21393. t=4n, 0<n<y, 
(αι). 192913. ἐ--όπ 1 
Ίσα α--δ9, ο... 
(iv) 11-28516 1 一 4 十 3 
由 于 成 立 恒等式 
《22s+1 十 28+1 1.1} (22841 一 234+1 十 二 --2912..1, (A2) 
因此 ， λε 可 整除 σε; 
(1) 4-99 t=dn, 0<n<p, 
ο) ΠΕ2, tntl 
” | 十) 19101110. ΠΗ 
(iv 》 工 十 28n+6， ti 一 各 十 3 
根据 引 理 2, 如果 能 证 明 
(σι, Mp)=1 (=1, 3, -.., ΝΤ: 1), 
那么 (Al) 成 立 . 
除去 Gi) 以 外 , σι 具有 形状 
9511. 
由 于 在 上 段 中 已 经 证 明 
(2 十 1 Μ)-1 (6 为 任意 数 )， (Α5) 
因此 在 ( 动 一 (iv)， 均 有 
(σι, 24) -ᾱ 
直接 证 明 忆 .根据 引 理 3， 只 需 证 明 
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(1--2» M,)=1 (Ο-η-«ρ). (A4) 
如 果 不 是 这 样 , 设 对 某 个 nO0<n<p), 有 
1-3”, Μη) =gd>>1 (9 是 素数 ). 
于 是 有 2"=1] (πιοᾶφ), 391 (modg). 
由 于 2 对 模 g 的 阶 是 p, 故 p|4m， 即 pln， 从 而 w>p， 但 这 
与 的 范围 了 矛盾， 故 (A4D 式 成 立 , 从 而 
((1—2")2, Mp)=1 (0<n<p). 


这 样 就 证 明了 
(σι, Λι) =1 (t=1, ἂν’, Ν-1), 
从 而 (λε Μι -- (1-1, 2, ΜΝ; Ν-1), 


因而 {α--24, Λ--4ρ) 具有 (和 9) 式 的 性 质 ， 故 如 下 变换 成 
立 ; 
| ως Ζ1(η--0, 1, 2, ΜΝ; Ν--Ὁ), 有 


Wl 
X=|[[ Σ]οια" |] ---0, 1, -... Ν: Ὁ, (19) 
σι] Ν᾽ Ἐὶ Χα }] α-0,1.:.., Ν--1), (14) 


Μ»-1 
4» ᾿ 


其 中 ， ᾱ--2), Ν--φ, Ν-'-Μ»- 


4. απ1 1, Ν-- δρ. 

只 需 证 明 {α-- 12, Ν-8ρ} 具有 (4) 式 所 表示 的 性 质 ， 
为 此 , 记 

和 一 [G 十 入 一 二 [人 一 让 一 下 =0 1, τι, Ν 1), 
Ms 是 实数 .如果 能 证 明 

(Nh, Mo)=1 (t=1, 2 Ν- Ὅ, (A5) 
那么 在 Zu, 中 ,存在 入 令 
Bi=M [1—) 1 QU=1, ον Απ, 

就 有 


一 119 一 


ΠΑΙΓά Λη ΠΤ] 
Πλ - 1-11 1111 
= (QM -1 ᾳ-132,,,Ν-2, 
这 就 表明 {a=1+j, Ν-8ρ} 具有 (4) 式 的 性 质 . 
由 于 有 


(1) α-λ2 t= 8n, 0<n<p, 
(i) α1- 111 281. 1--δπ-[] 
(σας). 12813, ἑ-δη--2 


(iy ) 1991322821 £=8n+3 
ον) αν ft-8n+4)0<n<p; 
(νι) 1-45}3| 09515 {--θπ--δ 
(να) 118519 {-- δη --6 
ἱ(νπὶ) 1--95”}4-085τ £8n+7 


Π 


(A6) 

又 由 于 便 等 式 (Α2), λε 能 整除 σε 

(1) 4 -ο t=8n, 0-«π«ρ, 

(1) 1310312. t=8n+I 

(证 ) 工 十 28"+2， t=8n+2 

(iv) 1ἠ-215555 1 一 Sn 十 3 
Cv) (L+3ot02 #-8nt+4 0<n<y, 

(νι) 1{-2105Π19 ϱ-8ῃ δ 

(τα) 工 十 28n+9， ti 一 8n 十 6 

\(Cviii) 1+21%m+14 t=8n+7 


Os 


(Α7) 
根据 引 理 2 及 CA3) 式 , 知 除去 Gi) 与 (V) 外 ,有 
(λε 1) =1. 
又 根据 引 理 3 及 (A3),〔A4), 知 (和 (7) 也 成 立 ; 
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όν κ 


(2. Μο) 一 工 。 
因此 ,有 
ON:, My)=1 (=1, 9, νι Ν--1), 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 于 是 如 下 变换 成 立 ; 
ἴξα,Ε Ζᾶ,ζα--0, 1, κ... Ν-1), 则 


X=[[ Soar|| (k=0, 1, ο, Ν--1), (15) 
ο.» Zi |] (m=0, 1, '', N -1), (1) 


其 中 , a=1+ N=8p, Ν-ἱ-. Ms 一 τς . 


五 、 复 数 Fermat 数 变换 


取 Fermat 数 为 模 , Μ--Ε--2}ἠ-1, δ-2’, 8 为 自然 数 ， 
可 以 证 明 a、V 可 取 如 下 值 ; 


家 ἵ 
% Ν ΝΕ 
ρυ-- ολ ϱ (431) 
~ 4b—2412 Qt (+2) 
1-4 40-21-13 92) 12--(4 2) 
3 322 22 


其 中 ，W 豆 =2(23 四 13. 
1. a=2, N=20=2*11 
由 于 (2))*=((2”))=((2”)) = (—D’?=1, 
* 这 是 当 1<k<4 时 的 情况 。 
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(2221-69) ----3, 
故 2 对 宰 ΕΙ 的 阶 是 25， 同 时 ,还 可 证 明 
(at 一 1 Fi) = (2—1, Fi)=1 
(t=1, 3, -:.:, Ν--1), 
因为 如 果 存 在 一 个 ἱ(1-1«Ν-1), 使 
(2.1, Εῷ --ᾳᾱ»1, 
其 中 9 ΤΠΕ ΕΙ ΞΕ, ΤΕ 
2!--1 (modg), 
23. 1 (modg) 即 23151 (modg). 
可 以 证 明 , 2 对 模 g 的 阶 是 2 了 (参阅 四 ， 因 此 211|i， 这 
表示 t 宇 2 一 25， 与 t+ 的 范围 矛盾 ， 因 此 (2-1, δε 一 1 
(ti 一 1，2,…, 太一 1)， 这 表示 2: 一 1 在 Zw 中 存在 逆 元 , 记 为 
Bi, 有 
(CB:(2:—1D)))=1 (t=1, 2, »'', Ν-1), 
这 表示 {α--2, Ν-20} 满足 定理 1 的 条 件 ， 因 此 如 下 变换 成 
ΠΑ 
设 w E28(n=0, 1, --, Ν--Ὁ, Μ--Ες--3)--1, b=2,, 
为 自然 数 ， 则 
X= [| Sma"]| (4--θ, 1, … Ν--1), (17) 


“=|[N: 3x2"™ |] (n=0, 1, -.., N—1), (18) 


其 中 ， Ν--90, ΝΠΙ-- 23 
9, α-Ψ 9, Ν-4δ--0΄τ3 1, 


这 里 w= ν3 -91(3}--1}Ὰ--βεβε, Τ᾽ 
[Γα]117-- ((V 32))®?=1, 
[Γα]}5-- (CV))»= --, 
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所 以 =- 3 对 模 Fi 的 阶 为 各， 下 面 证 明 
[α-Ψ 3, N=40} 
满足 (4) 所 表示 的 性 质 . 
记 
ιν 21) (εξ, 2, 1, N—1), 
ἈΠΕ Gs, δι (=1, 2, 1, N—1). 
因为 
(1) 2-1, ἐ--θη, 0<n<2"1, 
αρ 9" --1, ἐ--2γ--1, 0<n<2*11, 
在 (i) 时 ,上 段 已 证 明 有 
(2"—1, Εκ) --1 (n=1, 3, -.., 2r+1—1), 
在 (让 时 ， 如果 有 一 个 n (0<n<<221), 使 


ΠΠ 


(2 一 1 Ἐν 一 94>1 (g 不 妨 设 为 fF; 的 素 因子 )， 


于 是 有 ο ΞΕ1(πιοᾶφ), [ῇ 2331:Ξ1(πιοᾶφ), ΕΤ 2111 18.32 
对 模 g 的 阶 , ΕΒ 
OK+1 |2π1-1, 


但 这 不 可 能 成 立 ， 因 此 (ο --ᾱ, Ῥὸ-ι (α--θ, 1, ο, 
1.1). ὨΧΕΕΊΕΙΗΤ 
(αν Pi)=1 (t=1, 2,» Ν--1) 

所 以 ，{z= να, Ν- υγ 满足 定理 工 的 条 件 . 

ὃ, απ 1-1, Ν --4ὐ-- 2915, 为 自然 数 . 

显然 六 = 全 是 使 

Γ[α11’- [11-17 -1 

成 立 的 最 小 自然 数 ， 下面 证 明 {α-11-], Ν-. 40} 满足 (多 所 
表示 的 性 质 . 

设 
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λ-[Ω1{-Π[Ω-Ρ-ῃ 6-1, 3, ''', Ν-Ὁ, 


和 ;是 一 个 实数 ， 如 果 能 证 明 

(λυ Pr)=1 (=1, 2, --:, NH—1), 
那么 入 在 Zr 中 存在 逆 元 和 '. 记 

βλ αρ Ω-1,32,,, Ν-Ό, 
于 是 就 有 
κο 1 

Πλ (αρ) 112 --ᾱ]] 

= (QFNh)) =1. 

入 如 (A6) 所 示 ， 利 用 恒等式 (A2), 入 能 整除 σι, 
(i) (一 240)2 t=8n 0<n<2-1 
(4) 1490 1-81 
(证 ) 14981 {-θ9 
(ιν) 1+2!"+6 t=8n+3 

(TV ) (i213)? t=8n+4 rOSn<2 1 
(νι) 1321010. f=8n+bD 
(vi) 19555 {-θπ-6 
\(vii) 1219514 f=8n+7 


σι 


κ Μ-Ρι-2)η-1(δ-2', 之 1 自然 数 ), 并 设 9 Ξε Εν ΗΝ 
一 个 素 因子 , 那么 2 对 模 g 的 阶 是 > 在 (让 的 情况 下 , 如 


对 某 个 nC(0<n<2*!), 有 
(210n+2+1, Pr) =qgd>1, 
那么 就 有 
210"13 三 一 (modg)， Η[299η11Ξ51 (modg). 


因此 2rta|32n 中 4， 这 个 式 子 只 有 当 N< 工 时 才 成 立 , 但 这 与 天 


的 范围 饿 盾 。 这 表示 
(21555211, Fp) =1, θκπςρῖ-., 
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邮 理 可 证 (1) -- (να), 

在 的 情况 下 ,假设 对 0<n<2*-! 中 的 某 个 n 有 

(1—2%, fi)=gd>1, 
那么 有 
2΄:Ξ-1 (modg). 
于 是 2274n, 即 n 之 2*:， 但 这 同样 与 的 范围 蔬 盾 .， 因 此 
1-35 Εμ) = 二 0<n<2*1， 根据 引 理 3, ἈΠ 
((1—2")2, Fi)=1, 0<n<2r-l, 
这 样 就 证 明了 
(Ns, οτί (t=1, 2, 1, Ν--1), 

故 {4a=1 十 j, Ν--4δ} 满足 定理 1 的 条 件 . 

4. a=3, N=2”(1<F<D. 

这 在 9 中 已 经 证 明 . 

本 节 讨 论 的 复数 数论 变换 是 在 3 中 初等 数论 的 基本 知识 
的 基础 上 进行 的 , 而 没有 用 到 一 般 二 次 数 域 的 知识 , 相信 读者 
都 能 理解 。 得 到 的 结果 (定理 1) 还 是 比较 简单 的 ， 我 们 特别 
详细 的 证 明了 复数 Mersenne 数 变 换 和 复数 Fermat 数 变 换 
的 各 种 情况 。 从 表 6 清楚 的 看 到 , 在 模 履 相同 的 情况 下 (也 
就 是 字 长 相同 的 情况 下 )，a 取 复 数值 ， 可 计算 的 序列 长 度 女 
成 倍 的 增加 ， 如 果 还 想 增加 Ν. 还 是 可 以 办 得 到 的 ， 不 过 wa 
这 时 可 能 不 是 简单 的 , 反而 失去 NTT 的 优点 . | 

复数 数论 变换 的 主要 应 用 是 计算 复 序 列 的 卷 积 ， 关 于 这 
方面 的 具体 例子 , 读者 可 参阅 15. 

我 们 还 可 以 应 用 11 的 思想 来 讨论 复 伪 数论 变换 . 下 面 我 
们 简单 考虑 一 下 复 伪 ENT. 

设 Μ-21-1(δπ2’, 0 为 奇 整数 ), 考虑 在 模 Ms=- M /ps 
上 定义 的 盆 FNT, 设 其 参数 为 
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其 中 心 为 奇数 ， 在 这 条 件 下 ， 由 于 Νω-90, ΕΝ 是 偶数 ， 
5 3. 
设 28, 是 以 Ms 为 模 的 复 整 数 环 , 在 上 述 条 件 下 , 可 以 证 
明 {+ 办 4W} 一 | + 办"， 台 | 满足 复数 数论 变换 的 条 
件 ， 事 实 上 ，4 是 使 下 式 成 立 的 最 小 正 整数 
CECHD SI. 
这 是 因为 | 
[τα «ντ (αρ) (8975) 
-(ς- ο” 99) - (6) -., 
[Ω--5"175-((ᾳ-10“θ)-((8955) 
τν) --({85) =—1. 
与 前 面 一 样 ,可 证 明 {([ 十 力 ” 4N} 消 足 (g) 式 所 表示 的 性 质 . 
又 由 假设 Τε ἄν, 中 存在 赣 元 ，4 与 ΜΠΕ, Ἡ ΑΝ 在 ἄχ. 
由 存在 闻 元 (4N)-:， 因 此 下 述 变换 成 立 ; 设 
«.Ε25, (n=0, 1 4N—1), 


χ.-|[ Σ ερ” 1] (=0, 1. 1, 4Ν--1, 


ο. -[] GN SS tT |] 


(n=0, 1, ο 4N—1). 
应 用 复 伪 FNT， 可 作 变换 及 卷 积 的 长 度 比 实 的 FNT 或 
复 FNT 的 长 度 要 增加 一 倍 ， 具 体 地 说 ，w=1 时 , 实 的 FNT 
以 V 豆 一 33(2 一 1 为 根 以 及 复 ΕΝΤ 以 a 二 1+j 为 根 时 ， 最 
大 长 度 是 如， 而 复 伪 FNT 以 = 十》 为 根 时 ， 最 大 长 度 是 
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T+8 (δε ο ΤΡ τας 658 1651618466965-65-6 6 
(二 DR 65-45) 98 Έτ 6T-88 ἰτ001θ881-Τ66-6Τ-[1“ε8 ον 
τ--6 (τρ ο) | 68 Ts 8 2698T5T888.68.8 ΤΡ 
(上 To 一 4-55) 08 ΤΕ ττ:Ε τ/198-τ82’Ε}-ΤΤ:6 oe 
(γε (11-45) ος τ - st 19806 :589 19:58 55 
T+ (65-55) 16 ΤΕ 8 69T8808.69.8 66 
TY (ας τοῦ) 9T ΕΠΙ 61:18 ΤΤΟΙΒ" 61.168 45 
TH ( ο) οὔ ΤΕ TT'8 τ90Ρ-τ92-ΤΤ-6 ας 
τ-ῶξ ι (5) 8T Ἔκ. τ 6 全 9 时 .只 το 
(-θε 65-55) 55 166:ΤΤ’ «8 
ο 
4 


θά 工 NE [45Η Γ(ἠά/τ!-ος--5Π}᾽ 


ΝΕ ΗΝ {6 [| ΤΓεσ-- ΤΙ 


Επ αΠ 8 举 


8ο, ΠΙΕΙ, ΕΝΤ 和 复 FNT 的 字 长 是 2=2， 可 供 选 择 的 字 
长 太 少 ， 而 复 伪 ΕΝΤ, 字 长 3 的 选择 却 灵活 得 多 ( 见 表 8) . 
表 8 列 出 了 部 分 复 伪 FNT 的 人 参数， 从 表 中 可 以 看 出 ， 
"δ 是 素数 且 c=I+j 时 ， 变 换 长 度 是 88， 这 些 数 并 非 高 度 
复合 数 ， 当 已 非 素数 时 ， 相 应 的 W 既 大 且 可 高 度 分 解 因子 ， 
因而 可 用 类 似 DFT 的 快速 算法 .特别 以 (22% 十)/3,11 和 
《2 十 1)/3.43 为 模 定义 的 200 点 和 392 点 的 变换 最 为 实用 
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二 维 及 多 维 数论 变换 


前 面 我 们 详细 的 讨论 了 一 维 数论 变换 ， 其 中 特别 对 
Mersenne 数 变换 及 Fermat 数 变 换 进行 了 研究 , 并 且 还 讨论 
了 复数 数论 变换 ， 我 们 已 经 看 到 ， 在 一 维 信号 处 理 过 程 中 ， 
Fermat 数 变换 是 特别 有 前 途 的 ， ΕΝΤ 的 模 用 = 了 f=2? 十 1 
(ὐ--39) 的 字 长 5 不够 灵活 这 个 缺点 ,我 们 利用 伪 FNT 及 复 
伪 FNT 进行 了 一 些 改善 ， 但 是 当 用 FNT 来 计算 长 序列 的 
一 维 卷 积 时 , 所 需 的 字 长 5 与 序列 长 度 六 成 正比 , 当 Ν 较 大 
时 , 5 也 较 大 ， 例 如 和 =1024 时 , 5 至 少 为 256, 这 甚至 是 无 
法 实现 的 ， 然而 , 如 果 我 们 用 二 维 数论 变换 来 实现 一 维 循环 
卷 积 ， 那 么 所 需 字 长 已 将 与 序列 长 度 Ν 的 平方 根 成 正比 , 而 
如 果 用 三 维 数论 变换 ， 则 2 将 与 Ν 的 立方 根 成 正比 ， 因 此 一 
维 卷 积 多 维 处 理 可 以 大 大 减少 所 需 的 字 长 ， 另 外 当 用 数字 电 
子 计算 机 进行 信号 处 理 时 , 如 果 信 号 及 噪声 是 二 元 函数 (如 图 
象 处 理 )， 那 么 就 需要 计算 二 维 卷 积 , 二 维 卷 积 可 以 用 二 维 变 
换 法 实现 。 因此 , 我 们 有 必要 把 一 维 数论 变换 推广 到 二 维 及 
多 维 的 情形 . 

为 了 易于 读者 理解 , 我 们 从 二 维 卷 积 的 定义 开始 。 本 节 
第 一 段 中 的 引 理 1 及 引 理 2 是 将 一 般 二 维 卷 积 及 二 维 恒定 对 
角 卷 积 通过 补 零 的 办 法 化 为 二 维 循环 卷 积 ， 二 维 循环 卷 积 可 
以 用 变换 法 实现 . 第 二 段 简要 的 叙述 一 下 二 维 DFT, 第 三 自 
才 是 二 维 及 多 维 数论 变换 . 
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一 、 二 维 卷 积 和 二 维 人 循环 卷 积 
ξ (ο) ἨΙ (η) 23 1ὲ:Η1 σία, ην) 和 h(n, m) (n=0, 1, ...” 
六 一 上 ποςθ, 1, »'', Μ-- 1) ΒΛ ΝΧΜ 数 阵 , ΒΒ 
wn, πο) --Λ(π, πο)--0 (n<0 或 m<0), 
记 
(ο) = {α(α, πιλλνκα 
σ(0, 0) σ(0, 1) «'“α(Ὀ, Μ-1) 
Φ(1, 0) σα, 1) «α(1, M—1) 


ο(Ν-1, 0) vo(N— 1, 1)» CN 一 Μ--1) 


(3) 
(ὦ) = Nn, πιλ}ναα 
h(O, 0) A(0, 1) «'(0, M—1) 
λα, 0) μα, 1) "τα, Μ- 1) 
CN 一 1, 0) hN 1, 1).: .CN 一 1 M 1) 
(2) 


这 两 个 数 阵 的 二 维 卷 积 是 指 : 
2 (ry 3) = Ξ Ξ (τι, πυλ]υζσ-- τὶ, ὃ ασ) 


n=0 m=0 
-Σ Ὁ wT—n, ὃ-- πο) λα, πι) (8) 
κ 1, ος N—1 ) 
s=0, 1, ο. M—1). 
二 维 卷 积 y(r, ὁ) μὲ ΝΧΜ 数 阵 , 记 为 : 
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(9) = {yr, ϐ) Ίνκα 
y(0, 0) yC0, 1) »'' ν(0, M—1) 
γα, 0) να, 1) τα, M-1) | Ὁ 
y(N 1, 0) WO 1) Ν υ(Ν-.1, Μ--1) 
5 (8) τ ΗΡΑ, (9) 的 第 % 列 元 素 吓 


Γ α(, 6) 
y(1, ἆ) 
y(2, 1) 
CC 
有 (0 ,不 一 各) 
| Ab hm) 1K0, h—m) 0 
一 之 h(2, bh—m) Αα, b—m) 


(Αα, hm) ΑΝ --5, h—m) »'' ΜΚΟ, ὃ--πο). 


φ(0, m) 
wl1, πο) 
ω(3, πο) (1-0, 1, ο, Μ--1), (6) 


-- σ(Ν--1, ην) - 


这 种 二 维 卷 积 就 是 二 维 数字 滤波 所 遇 到 的 ， 通 常 可 以 用 
二 维 循环 卷 积 来 计算 . 
所 谓 两 个 数 阵 (w) 和 (%) 的 二 维 循环 郑 积 是 指 ; 
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和 一 1 M—1 
on, πε) «στὸν, «--πιλη] 


如 一 1 M—1 


一 之) ο[ζγ--πῤν, (8--πιγμ}ν(η, πο) 


站 
|] 
5 


: 5-0, 1, “Ὁ Μ-ι 9) 
引 理 1 (ολ) ΝΧΜ 数 阵 . 

(ο) = {wn, m)}wxy, (一 局 (na πολ}χκα, 
它们 的 二 维 卷 积 (3) 可 以 通过 如 下 的 两 个 2Nx22 数 阵 (2) 
和 (有 ) 的 二 维 循环 卷 积 来 计算 . 

设 


n=0, 1, », N—1 
σ(η, πο) ， 
Δία, m) -| m=—0, 1, ΝΣ, M—1 (7) 
0, 其 它 ; 
-0,1 εν, Ν. 1 
h(n, "| WY ) 
δ», 四 -| mr 


0， 其 它 . 
(分 和 ( 卫 的 二 维 循环 卷 积 为 


2Ν--1 2Μ--1 


ϱ (5, 9) 一 Ὁ 之 δ(α, πι) [ση πλαν, 《8—m>ay] 


n=0 


r=0, 1, -»,, 2N—1 
| .- 


5-0, 1, -»', 2M—1 
则 


ο θα, ο τον be 1 bp 
Μπ” ) 
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证 明 Η (18, 4 γ--θ, 1, 11.” Ν-15-0,1,-.., M—1 
时 ,有 


2N—1 2λ-- 


Yr, 8) = Σ Σ tn, m)h[<r— n>2w, «8--πηλομὴ 


< wn, πι)β[ςτ-- --Ώλον, (8--πιλημ], 

由 于 当 Τ n=0, 1, στ.” ΑΝ -- 8, πυ--0, 1, ωμά. Μ-ι ΒΗ, 有 
—(N-—1)<r—n<N—1, 
—(M-_D)<s_m<M-1, 

由 (7”) 式 ,有 


β[ς--ηδαν, C3— mu] 


DY 一 9 二 入 一 二 
-全 人 Η΄) 
0, 其 它 ， 
因此 ， | 
ῦς», ο) = Ὁ) ΣΙ αι, m) hr—n, s—m) 
Og<r—n&N—1 
[ος κ | 
注意 到 当 n<0 或 m%<0 时, λίη, πο) --θ, 于 是 
9 Cr, ϐ) -Σ Σ οί, πο) σα, 8—m) -ψίτ, 8), 
证 毕 . 
引 理工 中 的 数 阵 ( 人 和 (8) 是 由 (ο) 和 (8) 通过 补 零 形 成 
的 ， (好 和 (从 分 别 是 
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(ὢ- 


τ ΙΙ Σ8 
νο, 0) αὍ, 1) --- ας, Μ--Ὁ 0...07 
σα, 0) ας, 1)»; ο, MD 0.. “Ὁ 


α(Ν--1.0) α(Ν-. 1. oN- 1 MM 1) 0. .0 | ον 


0 0 κεν 0 0...0 

| ὁ ὁ 000 
ο Θ". ... 
κο, 0) (0, M1) 0 ο Ἢ] 

10). ΙΟ MLD) δ. .0 
(= 0 - 0 0…0 2 

.”. ,。 0 0... Ἔ 

(6) πι (5) ΝΗΣΙ {9} 的 左上 角 Tx 太子 数 阵 在 数 信 

上 就 是 (wm) 和 (4%) 的 卷 积 (wy) 的 值 . 


在 实际 应 用 中 ， 还 可 能 遇 到 一 种 有 别 于 二 维 卷 积 (3) 和 
二 维 循环 卷 积 (6) 的 一 种 卷 积 ， 这 种 卷 积 称 为 二 维 恒定 对 角 
卷 积 


yr, 8) --Σὶ Σὶ σ(ο, mhlr—n, -- ο) 
r=0, 1,» Ν -- 
5-0, 1, τ.., χα) απο 
(10) 式 中 下 标 出 现 负 值 时 , ΒΕΠ (8)ΠΛΑΕΡΕΛ ΠΕ, ὑ7 
再 如 (6) 式 那样 名 值 是 周期 的 ， 二 维 卷 积 (3) 和 二 维 循环 卷 积 
(6) 都 是 这 种 卷 积 的 特殊 情况 ， 式 (10) 是 如 下 入 x 有 放 数 阵 
(和 42N 一 41) x (2 了 一 1) 数 阵 ( 加 ) 之 间 的 一 种 运算 
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ZT) 
σα TAO (0 ‘TNY (Επ Ἱ- Νὸ (T 十 死 一 Ί- ΝΟΥ 
(T—W TY -: (ον - (6Η DY (ΤΕ -- ‘TY 
-Nod πα ος - (ο %  (στΗ- Ὁ (T+HW— ο: |= 
(T—W ‘+N NY (0THN—)Y (+H +N)Y (τς ΗΕ ΕΝ 4 
σα ΤΝ η (0 和 十 太一 《2 十 理 一 于 十 太一 《IT 十 更 一 十 和 一) 和 
σ- Μο 、 
σ-ποχίτ- κο {(ω ο) = (4) 
(tT—X {ος . α T—N)? (0 | 
{σε 1 α-π Ds … απο (0 ‘Dz Γ 
π-π ος .: (τ΄ο)5 (ο 05 


(ws “γα -- (ϱ) 
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ΒΕ 设 数 阵 (z) 和 (有 ) 如 (11) 式 和 (12) 式 所 示 ， 其 恒 
定 对 角 卷 积 (10) 式 可 通过 如 下 定义 的 两 个 2W x2M τμ (8) 


和 (办 的 循环 卷 积 来 计算 . 
设 
mn 一 0, 1, --., N—1 
oa ) 
£(n, πο) -| m=0, 1, … M—1 (13) 


0， 其 它 ; 
0， n=0 或 πι--0, 


h(n, πο) -| 


-1, 3... 2N—1 
h(—N+n, -ao 人 2 


m=1, 2, ο 2M—1 
(44) 
(2) 和 (有) 的 循环 卷 积 记 为 (9), 即 


N-1 
>1 
0 


Yr, 9) 一 D3 Σ ὅς, ην) RECr ---υλην, 《8—m Ya] 


7 一 0 1, ο. 2N—1 15 
s=0, 1, ::., 2M—1) ασ) 
则 
yr, ϐ) = (r+N, st+M) 
r=0, 1, «.., N—1 
κας 1, ».., κα) 48) 


证 明 ἥσ-ο,1Ι, ,DN—1; s=0, 1, »'', 到 一 工时 ， 由 
(48) 
ϱ (ΑΝ, εἰ Μὴ 


3N—1 一 


一 2 Σ ὅς, ην) Ά[ {η Ν΄ --πδον, 《s 十 M 一 加 ?ax] 


Δ-1Μ-1 . 
- ΩΙ 2» σ(η, τι) κ[΄(τ-ἠ-Ν -- γην, (81-.Μ--πιρομ]. 
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由 于 当 7, m=0, 1, …， 太一 十 8 πι--0, 1, »'', Μ--1 4, Ὦ 
1<r+N-n<2N-—1, 
1<s+M—m<2M—1. 

由 (14) 式 知 

[έγ-ς ΑΓ --πλαν, (51-Μ--πυ)ομ] 
=h(riN—n, st M—m) =h(r—n, s—m), 


故 有 
(r+N, s+M) 


Ν-ιΜ-ὶ 
- Σ Ῥγαία, m)h(r—n, 8--ηη) =Yy(7, 5) 


--0,1,.»,Ν-1 
κα 1, 。…， ΜΗ] 
μι (183) Ἀι(14γ, (9) 3 (3) Ἢ. 
(ὦ) -{αςι, ην) }awxax 


214 


-20,0) αΏ, Ὁ -- αὐ, Μ- 1). 0 0...0- 
αία, 0) αι, 1) ο wl, Μ-1) 00:06 


证 毕 . 


α(Ν--1.0) α(Ν-1,1) ---α(Ν-.1, M-1) 00…0 


- ΒΝ 
0 ο -. 0 00...0 
0 0 0 0 0…0 
0 0 0 009-..0. 

(87 


(11) 
"απ TAO ον απ 1 (ο τ- κ. FW- -AD 0 


9 . 9 . . . 
- a . « . . 
. . . . . 9 . 


π-α TY ::. (DY (ο DY … (+NW- ‘TY ο 
Ι ατα οι - (αν (ος … σεπ- ο ο|- 
NZ _ . - . 


人 0 ... 0 0 ... 0 0 


. . . . . 
. . . 


NE 


TU WY} = (φ) 
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(四 也 是 ΑΝ Χ2Η 数 阵 . 由 (16) 式 知 , (ΘΑ ΤΑ ΝΧΜ ΤΕ 
数 阵 即 为 \9) 


二 、 二 维 离散 传 里 叶 变换 


引 理 工 和 引 理 2 分 别 将 二 维 卷 积 和 二 维 恒定 对 角 卷 积 化 
作 二 维 循环 卷 积 。 二 维 循 环 卷 积 通 常用 变换 法 来 计算 ， 最 党 
用 的 是 二 维 离 散 侍 里 叶 变 换 . 

二 维 DET 的 定义 是 : 设 (2) = {2《n, πιλ}χκα, ΒΕ 


Χς, ὃ -ΡΕΤῶ) -- Σ Σο (α, πο) WW (τ) 


κ. 1, ες N—1 
s=0, 1, .', M—1 
为 二 维 DET. ΕΛΣ η 
vn, πι) =IDFT(X) 
1 N-—1 NH-—1 


ΠΗ Σ ΣΧ, η νι) (18) 


其 中 , Wy=e Ἔ, ιο 


(17) 和 (18) 的 矩阵 形式 是 ， 
(2) = Ων) (9) (Ty), (47 
ο = (TF) (2) (Ta), (18") 
其 中 ， 
v0, 0) α(θ, 1) »» σ(Ό, Μ --Ἱ) 
ω- σα, 0) σα, 1) ῃ αἴ, Μ-1) 


α(δ-.1, 0) α(Ν΄--1, 1) -- α(Ν--1, Δί--1). 
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ΧΩ, 0) 0,1) .. Χίο, Μ--1) 


(χγ-! ἆᾳ,θ χα Ὁ -: Χα, Μ--1) 


ZN 0) FNL 1 TNL MD 


Ti 1 :1 1 
ο μμ... 


1 προ. γρ» 
1 1 ... 1 
1 WW ... Wx 


1 Wi ΜΝ Wi 
1 1 ... 1 
σὸ- Ἐν πι μα 


3 


1 πήρε Whe 


1 1 .. 1 
ll Wi --χον 
(Th ) Mm : . . , 


| 1 Wi Ν Wc 
这 对 变换 最 重要 的 性 质 是 循环 卷 积 特性 . 
设 Χ, κ DET{o(n, πι}, 
Hl(r, ὁ) --ΠΕΤ{λ(η, πιλ}, 
Yr, 8) =DFT{y(%, m)}, 
其 中 ία, πο) Ὁ Σἰσί, DU[Gn 一 人 wm ἐπι-γα], 
则 
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0, 1, 


γα, ὁ =X(r, HU, ὃ (2 站 


IT 


= ΜΗ 


证 明 
ΡΟ, 5) 一 Ξ Ἔν mW 
-ΣῚΣ[ ΣΣ ον) hl 人 一 可] 


ΧΡῊ - δν Ξ Ξ S wh, 1,) 
h=04=0 n=0 m=0 
xh[n— Ly, «πι-- lay WW WY, 
记 n% 一 六 一 µ, πυ-- l=) 于 是 


κ ρα” 


x Wepre 
由 于 Bh[ChF NYy, Μι] -ε[ζδλη, Ολα], 
ο... ο) 


故 有 (参阅 5 中 性 质 3") 
γη, ὃ -- ΣΣ) ΣΣ σαν, DA DEY 


18150 5-0 k=0 


-α 对- 
κ 开间 :玉昌 一 Σ Ὁ οἷ. ωχ 


κ Σ λα, ΙΡ γ:--Χ{;, θ᾿, δ 


. 了 Nl ) τν, 
5--θ, 1, »', Μ-1 

应 用 (19) 式 计算 二 维 人 循环 卷 积 时 ， 共 需要 两 次 正 变换 、 
一 次 逆 变 换 及 ΝΗ 次 复数 乘法 ， 一 次 入 xX 必 点 的 变换 需要 
MN(M 十 入) 次 复数 乘法 ， 所 以 利用 (19) 式 计算 名 x 用 点 的 
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η 


循环 卷 积 共 需要 3MN (Ν.Ε Η) ΓΜΝ 次 复数 乘法 . 若 用 快速 
算法 (二 维 FET) ,乘法 次 数 可 减少 为 WM (3log* 六 十 3logs 到 
+ 二， 


51 求 两 数 阵 
391 10 
-| ol Ο-|χ ο) 
的 循环 卷 积 . 
【 解 】 先 求 (s) 和 (及 的 二 维 DFT， 由 于 
Ws=e 7 =—}1, 


故 


1 1 1 1 
α)-[ 1. ἄν τ] 


(4)-- (1) ο) (Ts) 
1 1 2 11Γ1 1 1 --ἲ 
-| .. oi 了 -| al 
3 3 
(H) = σσ) - | 了 | 
利用 二 维 DFT 的 循环 卷 积 特性 ,有 
σγ-[55 ΟΠ{ο0, 0) ΧΟ, DWH, 9] 
X(1, OF, 0 χα, ΏΠ{, 1) 
3 --ᾱ 
"ος -| 
将 (了 ) 进 行 着 变换 , 得 
(σσ) στὸ 
1Γ1 1 3 -81Γ1 1 一 2 1 
-下 3 .. -| -| 2 > | 
故 所 给 数 阵 的 钉 环 卷 积 是 
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1 
四 -| 9 η) 
例 2 求 如 下 两 数 阵 


2 1 1 0 
-| ᾖ ο -| ο] 


的 二 维 卷 积 . 
【 解 】 先 用 二 维 卷 积 的 定义 求 ， 由 矩阵 形式 (5) 得 
φ(ο, 0) ΓΑ(0, 0) 0 α(0, 0) 
[να οσα ο ,0 οσα οἱ 


Εμ.” 

ιο 1-5 |9 | 
0, Ὁ] Γλῶ, ο σ(0, 0) 
να η Ίσα 0 


λα, Ὁ (0, 1) 
(0,0) 0 σ(0, 1) 

"λα ὦ κα οἱ] -ᾱ Ὁ) 
1 01 1 

-| 中 -| 

故 用 定义 求 得 所 给 数 阵 的 二 维 卷 积 是 
|7 1 

ῳ-|} ;| 


下 面 再 用 二 维 DFT 来 计算 . 
由 引 理 1 对 (%) 和 (如 补 零 扩充 成 4x4 数 阵 ; 


2 110 0 1 οἱ ο 
ο 1-5 οἷο ο 2 οἷο ο 
(2) =| | | 
0 οἷο ο 0 οἷς ο 
0 0i0 0 0 οἱο ο 


求 (分 和 (向 前 循环 卷 积 (人 罗 ， 这 可 用 二 维 DFT 来 求 . 


一 2 。 1 55, 
Wa=e ---ῃ, Wri=e =), 


i 1 1 
1 -7 -1 1 
TN = 
故 (Τὼ 1 1 1 -iP 
[1 1 一 ~))J 


1 1 1 13 
1 ) -1 一 7 
στο --ᾱ- ὖ 7 


411 -1 1 -:1ἱ 
1 -ὖ -ι 1. 


(全 ) 一 (Τὸ (2) (Τὸ 


1 1 1 τή 3:10 ο 
1 -} -1 -2000 
1-1 1 下 0000 

1 ;7-1 -jll 0000 
-1 1 1: 
1 -7 -1 
x 7 了 
1 -1 1 -1 
[1 7 τα -7 
1 -} -1 了 


8153} 341} 143} 9-8 
5 4-5}; 8.411 | 
83-31} 2--3j) 1-93] 3-} 
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(8) = (0 (h) (TY) 
”3 3 8 3 ᾗῇ 
1-32} 1-3} 1-91 1-3} 
--1 --1 --1 一 工 
1152} 1153} 153} 1153}. 


因此 
(Ὁ (ας (η, ὃ Ες, 9))} 
8 -δ -3 3) 
7-41 4-8} 5 8-} 
-ὅᾱ -41] 一 3 一 4 一 了 
τά 8 上 7 5 4 上 +37 | 
再 求 ( 企 ) 的 进 变 换 , 得 


ΓΙ 工 1 1 
1 1-1 一 / 

απο TL .. 7 
1 


4 -1 1 一 ! 
1 τ) -1 1. 


1 1 1 1] ΓΤ 2100 
«1 1 7 -ι - . 2 29090 
411. -ι 1-1 -40 ο ο 
[1 - -1 41η 000 0 
由 引 理 1，(9) 左 上 角 2x2 子 数 阵 即 为 (y), 故 
2 1 
WwW-|， 2 | 
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此 即 所 给 数 阵 的 二 维 卷 积 , 与 定义 求 得 的 相 辣 . 


三 、 二 维 数论 变换 


类 比 于 二 维 DET 及 参照 一 维 数论 变换 ， 可 如 下 定义 二 
设 卫 为 正 整数 , 以 卫 为 模 的 整数 环 为 Zp: 
2 一 {0, 1, 3, .…, Ῥ--1}, 
Ῥξαίπ, πι) Ε Ζρ(η--0, 1, »'., ΑΓ -- 1νπο--θ, 1,..., Μ--1), δε 


Ν--ᾱ 1-1 
(7, 9) Ξ Σι 2, wn, πν)α΄”β'' (modP) 


7=0, 1, ον, N—1 
μα. 工 εως χα) (20) 
αι, πὸ ΞΕΝ1Μ:: Σ Σχ (5, εγα-”"β-”"(χαοᾶ Ρ) 
| n=0, ,eee, 2 
m=0, 1, ,1 
为 二 维 数论 变换 ， 其 中 ， caEZp βς2,. 
将 (21) 式 代入 (20) 式 , 得 到 


N—1 M-1 Ν-1 
Χίο, 95 Σ b> ΧΩ, ὂ Es S| 


(21) 


κ[μ 5) β'“-Ὁ] (modP), (33) 
因此 , 欲 使 (20) 式 与 (21) 式 是 一 对 互 道 恋 换 , 必须 是 只 需 


si [5 j=0 (modN) 
N+ “= aP) 23 
Σα 0, 15110 《modNW) (ποὰΡ). (99) 


πο. pn={ 1, ?=0 (πιο 


0, ὁ550 (modM) (modP), (24) 


因此 , 我 们 可 得 到 与 一 维 数论 变换 相应 的 四 个 定理 , 其 证 明 与 
一 维 数 论 变换 完全 相同 . 

定理 1 ἃ Γρ, ΜΒ ΙΣΗ 

1’ ΝΤ ΜΕ Ζ, Γ 11, 即 

(Ν, P=1, (M, P)=1; 

2” αχ ΡΝ 阶 本 原单 位 根 , 8 对 模 卫 是 ΜΠΕ 
单位 根 ; 

3” a 对 模 2 一 二 3, »'', ΠΕΠ Ν, B 对 模 

ρι(ό--1, 2，…，S) 

的 阶 是 ΔΓ 时 ，(20) 与 (21) 是 一 对 玉 首 变换 ， 当 也 是 素数 时 ， 
条 件 2° 包含 条 件 3°. 

定理 2 ὃς Ρο, ΒΙΝΣ 

19 ΝΤ ΠΜ 1 ὄρ ΕΤΕΙ 

2 wx 对 模 人 人 一 二 3, .'', 8) ΗΡΑ Ν, β 对 模 

DY (一 工 2, ο. 8) 

的 阶 是 ΜΠ], (20) 与 (21) 是 一 对 互 逆 变换 . 

定理 3 设 P 是 自然 数 , 当 且 仅 当 

153 ΝΤΕΗΜ ΕΖ, ΕΕ 

2 ας Ρ 1 Ν 阶 本 原单 位 根 ,B 对 模 书 是 Μ 阶 本 原 
单位 根 ; 

3” 存 在 jw, νιςἍ,, 使 

μη(α/--1)Ξεἰ(}--1, 3, :'', Ν--1) (modP), 
νι(β!-1)--1(}--1, 3, ο». Μ--1) (ταοὰΡ) 

时 , (20) 与 (21) 是 一 对 互 逆 变 换 ， 当 P 卫 是 素数 时 , 条 件 2 8 
合 条 件 5”, 

定理 和 设 卫 = 入 8…pr，(20) 与 (21) 构 成 一 对 互 逆 变 
换 的 充 要 条 件 是 
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NIO(P) ΜΙΟ(2). 
定理 4 极为 重要 , 它 使 我 们 可 以 具体 地 选择 Ν, Μ, 
定理 5 在 定理 1~4 的 条 件 下 , 二 维 数论 变换 具有 循环 
卷 积 特性 , 
这 定理 的 证 明 与 证 明 二 维 DFT 的 循环 卷 积 特 性 完全 相 
同 , 所 不 同 是 用 α 代替 Τα, β 代替 Wx 
推论 在 整数 环 Z。 上， 具有 循环 卷 积 特性 的 二 维 数论 
变换 的 最 大 长 度 是 
Nansr = Maar—O(P). 
构成 二 维 数论 变换 有 五 个 参数 : Ρ, Ν, Μ,α, β. 取 定 
了 , Ν, Μ, 可 用 6 中 的 方法 计算 a, B68， 选取 了 P, Ν, Μ, α, β 
的 一 般 原则 也 如 ?中 所 述 . 
当 模 卫 取 作 Mersenne ἄχ ᾳ--21--1, η 是 素数 时 , 称 为 
二 维 Mersenne 数 变 换 ， 这 时 可 取 ， 


N=g N=2g N=2g 
Μ-φ Μ-- M=2g 
απ» ᾱ--2 a 一 一 2 
B=2, B=2, B= —2. 


当 模 己 取 作 Fermat 数 P=2 十 1,8 一 21(# 一 4,2,…) 时 ， 
称 为 二 维 Fermat 数 变 换 ， 这 时 可 取 . 


N=2b N=42 N=46 
M=2b Ν -- οὗ Μ--4ὐ 
α--2 α-Ψ2 απών» 
B=2, B=2, B=-vV3. 
具体 选 法 , 可 参阅 表 3 . 
二 维 数论 变换 的 矩阵 形式 是 


(X)= (Ta) (2) (Tr) (modP), (200) 
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(ο) = (191) (ΑΧ) TE) 


其 中 ， 
| 


x(0, Ο) 
α(ά, 0) 


ἀα(Ν-1, 0) α(λ-1, 1) 


σ(0, 1) 
αἱ, 1) 


(modP), (21) 
α(0, M—1) 
α(α, M—1) 


οσα, Μ--1) | 


Χ(0,0) Χ(0, Ώ Χ(0Μ--1) 
(x) Χαο Σχ, Χα, Μ --1) 
α(ν-10 ΧΑ 11) -. ΧΝ-Ι,Μ-1) | 
ΓΙ 1 1 . 
1 α αἲ ON 一 
(Τν) = 1 αἳ a ... αἴλ-Ὁ |(πιοὰΡ), 
ΓΗ ΗΝ 
1 αἲ-1 αχλ-ι)., αἰδ- 
-1 1 1. ᾱ 7 
1 απ 一 3 . aN) 


ao (modP), 


1 oO-D ᾳ ΧΑ. CT 一 


-1 1 1 
1 8 ΒΒ 
(TW=I1 ϐ Β' 


1 BY¥-1 βΆΝ-Ὁ 


1 
BY 
Bu |(modP), 
Be - 
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[i τ 1 
1 B+! β’ 1 
iM 二 69 ΠΑΡ modP). 
1 8- GD β- ΜΝ --ᾱ] Ν -at 
在 用 二 维 数论 变换 计算 二 维 循环 卷 积 时 ， 模 忆 必 须 满足 
Ινώ, πια [ας σύ», ΠΕ Γάζα, αὐ], 


[Acw， 8) ως ὃν άν Sls, π)|}--5- 
ον" 1 . . N—1 ) (25) 
5-50, 1, ο. MO—1 
例 8 二 用 二 纹 数论 变换 计算 如 下 雪 队 
2 10 ο 00 001 
—2 .0 0 0 0.1 ϱ 0 
WT ο 0ο) ΟΙ» ο ὁ ο 
ο οοοο [ιο ο0 ο. 
的 循环 卷 积 


ylr; ο) - DD οίο, πιγλ[όν--πλι, Ge- 办 让， 
【 解 】 由 于 
ly@, ο !--Σ Ὁ Ίαν, πι! ο... Gs—m)4]| 
<|oCr, 9) laos ΣΙ Ὁ [δέος πο) | 
«9.4-.8 (7,8= ο, 8), 
根据 (25) ,必须 8 一 也. 取 卫 =17, N=4, M=4,a=4, B=4. 
这 时 , 由 于 4 二 一 么 故 
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1111 
1 α α αὖ 
ο”. 1 oa α΄ a’ 
Tag a αὖ | 
απ 1 1 1 
[1 4 16 18 
I116 116 
[1 1816 4. 
1 工 
1 ar a 
(T7)=4"1! { α-ἲ 
1 αὖ 
ΓΙ 1 
1 一 4 
三 一 4 
1 一 工 
1 4 
i 1 1 
=19 1 13 16 
110 工 
1 4 16 
于 是 
(Χ)Ξ:(Τὸ (2) TY) 
1 4 —1 
| -5 -2 —7 
| 5 8 8 
-6 -3 一 8 


1 1 1 1 
1: 4 -1 -4 
1 -1 1 -1 

1 -4 -1 4. 

(mod17), 

1 1 
一 2 αν 
-ᾱ -ᾱ 
一 6 -9 

1 1 
-ι 4 

1-1 
--- --ᾱ | 

1 - 

4 d17 

16 (mod17), 

13 | 

4 

7 (mod17) 

no 

0 ’ 

6 
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(H)= (Ts) (1 (TY) 


4 72 -1 
-ο _77 -ὔ 

二 od1 
ο 3 2 αἱ md, ~ 
-α 86 1 


利用 二 维 数论 变换 的 循环 卷 积 特性 , 有 ~ 
4 28 -2 一 4 


10 14 -49 —35 | 
(7)= ~ 


7 3 2-1] oa 
ΞΕ ο -7 ο οἱ Ὁ» _ 


-5 8 3 6. 


进行 逆 变换 , 得 ~ 
(WD= (Tr) (7) (T7) 
--ᾱ 0 0 05 
Γο 210 一 
ποσο ΠΡΩΊ. 
-2 1 0 0 -. 


取 各 项 的 绝对 最 小 剩余 ， 就 得 到 所 给 数 阵 (w) ΤΙ Ον) 的 循环 着 
积 值 为 ; -~ 


小 
π.5 5 5ο 
- 5 - Ὁ 
ο ο ο ο 
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Ne 


διά ΜΗ 
1 2 . 1 0 
四 -| 。 ,| Ww-| 1 | 


的 二 维 卷 积 . 
【 解 】 根据 引 理 1, 首先 将 (%) 和 以) 补 零 扩 充 成 4X4 数 
阵 (2) 和 (局 ; 


1 9 0 0 1 ϱ ο ο” 
. 0 -5δ 0 0 一 1 —2 0 0 
-lo ϱοοο] (Ὁ = ο 000 
ο ο ο. ο 0 00 0 

求 (8) 和 (及 的 循环 卷 积 (人 办 ， 其 步骤 与 例 8 相同 ， 选 取 


P=17, Ν-Μ-4, α--β--4, (7 与 (2 为 如 例 3 所 示 ， 于 
是 
4) = (7) (&) (Τὸ 


5 0 一 3 
6 了 8 一 5 


] 
-2 -8 9 8 
6 -1 5 -5 
三 (mod17). 
6 
. Ν 
6 
5 


(mod17). 
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利用 逆 变 换 得 到 
(= (TH) (PF) TI) 
Γ 1 9 0 0 


0 
二 _8 (mod17), 


ο ο ο ο) 
取 各 项 的 绝对 最 小 剩余 ， 就 得 到 (全 ) 和 (向 的 循环 卷 积 的 真 值 
(9). 


1 2 ο ο 

-1 -6 -4 0 

-2 -7 6-8] 

ο ο ο ο 

根据 引 理 i， 取 (9) 的 左上 角 2x2 子 数 阵 ， 就 得 到 所 给 数 阵 
《zz) 和 局 ) 的 二 维 卷 积 


1 2 
Φα ΚΗ! 


四 、 多 维 卷 积 和 多 维 数论 变换 


设 两 个 五 ΕΕΔΕ α(η, πι, ..., Ὦ, hm, πα, -»», Ὦ (n=0，, 
1, .. N—1;m=0, 1, ΜΝ Μ-1,; κ. 1=0, 1, “ 1-1), 称 


(9) = 


λί-- [ια 

ΠΣ. -全 α(π, τι, »'-, η --π, s—m, "τε, ἐ-- Ὦ) 
r=0, 1, .., N-1 
s=0, 1, ΝΗῚ M—] (30) 


ο ΟῚ ΗΠ 
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~ 五 


Ἂ ΚΕΙ, 而 称 
Ν-1 Ἡ --] 
γ(η, δε στ 1) - Σ Σ 


n=0 m=0 


Χή[ζγ--ῆδν, «5--πιδν, '''(ἑ--ἆγε] 


1-1 
σος αν πεν πε, Ὁ 


(21) 
为 五 维 循环 卷 积 . 

多 维 卷 积 可 以 和 二 维 卷 积 那样 , 通过 补 零 扩充 , 用 多 维 循 
环 卷 积 来 计算 ， 而 多 维 循环 卷 积 又 可 用 如 下 的 多 维 数论 变换 
来 实现 ， 

设 卫 为 自然 数 , σίη, mp, 站 En 一 0 1, :».:, Ν-1: 
ηι--0, 1, »'', Μ-1; ..'ν ἱ--0, 4,… 荆 一 1), 称 如 下 一 对 变换 

Rr, 8, .'', Ὁ 


N—1 MN~1 工 一 


1 
-- Ὁ -»» Φαίη, ο, τη ἔα" β'»...ν’᾽ 
πα m=0 1.50 


(modP), (28) 
mk， πε, ~ ) 


N—1 M—1 卫 一 全 
ο ρα ''., Ὁ 


τὸ τὸ 1 
Xa "Bm (modP) (29) 

为 κ 维 数论 变换 ， 其中, αξΖ»,, 462», "'', νΕΖ», 

对 于 Κ 维 数论 变换 与 二 维 数论 变换 一 样 ,有 如 下 定理 ， 

定理 6 设 尼 = 公克，(28) 与 (29) 是 一 对 互 道 变换 
的 充 要 条 件 是 : 

13 ΝΤ, Μ᾽, ..., ΙΓ! ΕΖ» ΕΠΕ, 

2᾽α, B,…, zz 对 模 卫 分 别 是 入 [Ι, ΜΗ, ，…， 工 阶 本 
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原单 位 根 ; 

3 ”om β, …, 2 对 模 产 人 = 二 2, ''', ΕΒΡΙΣΚΑΝ, 
Μ, ---, 1, 

ἘΠΕΊ ὑχΡ-ρι»ῃ8'''Ῥν, (28) 329) Κ.--Ἃ Β 1 3Ε θὲ 
的 充 要 条 件 是 

ΝΙΟ(Ρ), Μ|Ο(Ρ), »…, LIO(P). 

定理 8 在 定理 6~8 的 条 件 下 ， 五 维 数论 变换 (28) 和 
(29) 具有 循环 卷 积 特性 . 

在 给 定 模 卫 时 , 在 Z。 上 具有 循环 卷 积 特性 的 Κ 维 数 变 
换 的 最 大 长 度 是 Nmsx = Mox 一 … 一 Lumax 一 OP). 

当 呈 取 作 Mersenne 数 或 Fermat 数 时 ， 分 别称 为 多 维 
Mersenne 数 变换 及 多 维 Fermat 数 变 换 . 
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减少 字 长 的 几 种 考虑 


上 节 我 们 讨论 了 二 维 卷 积 及 二 维 数论 变换 .现在 回 过 头 
来 考虑 一 维 卷 积 . 

前 面 已 经 讲 过 , 用 一 维 数论 变换 (如 FNT) 去 实现 长 序列 
的 变换 或 卷 积 时 ， 需 要 较 大 的 字 长 . 我 们 在 这 一 节 就 要 研究 
如 何 用 较 短 的 字 长 去 实现 长 序列 的 卷 积 ， 这 里 我 们 介绍 两 个 
方法 .一 个 是 一 维 卷 积 多 维 处 理 ， 这 个 方法 是 把 一 维 循环 郑 
积 化 为 二 维 或 多 维 循环 卷 积 ， 再 用 二 维 或 多 维 数论 变换 去 实 
现 这 个 二 维 或 多 维 循环 卷 积 ， 从 而 达到 减少 字 长 的 目的 ， 7 
一 个 是 分 段 处 理 法 , 将 长 序列 的 卷 积分 作 若干 段 , 每 一 段 是 一 
些 短 序列 的 卷 积 , 它们 都 可 用 较 短 字 长 的 变换 去 处 理 , 这 样 也 
能 达到 减少 字 长 的 目的 . 


一 、 一 维 循环 卷 积 化 作 二 维 循环 卷 积 的 方法 


设 两 个 长 为 ΔΝ 的 序列 wm) 和 h(n) (n=0, 1,-.., Ν--Ὁ), 
其 循环 卷 积 为 
νο) - Soh (-θ, 1, »',, δ-τ). () 
设 
N=L.M (171, Μ71, 缘 为 正 整数 )， (3) 
作 置 换 
n=l+mL/ bk,1=0,1,.%,L-1 3 
g=ktpL (2 p=0, 1, ΜΝ; ΜΈΝ ί ) 
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于 是 (了 D 式 成 为 


1-1 1-1 
υ({πΕπι]) -- δὶ Σ ο(ὔ ΓΙ) 
k=0 p= 


Χλ[«(1-- 1) - Πίσι--Ρ)λν]. (4) 
记 
& (1: πι] -- ὤ (1, m) 
ym =9(, πι) 
Λ[ {1 πο]οκ] =h(, πι 
1=0, 1, --, Ἡ-- 1 
[ο 1, …, κ 1) 5) 
那么 , (4) 式 就 形式 上 成 为 
94, τ - 3) Σ) 81, DRL-h ην. (8) 


(6) 式 是 一 种 二 维 卷 积 ， 但 是 (6) 式 中 的 有 (1 一 hm 一 p) 
要 超出 (5) 式 定义 的 范围 .事实 上 , 当 b, 1-0, 1, ».', 1 - 1, 
πο, φ--0, 二 及 一 二 时 ,有 
—(L—1)<l—£<L~-1, 
—(M-—1)<m—p<M-—1, 
考虑 到 (四 式 是 循环 卷 积 , h[Khyw] 对 一 切 整 数 b 均 有 定 
义 , 故 (5) 式 可 改写 作 : 
ϐ (1, m)=y(+mL) 
ὦ (1, πι) Ξ-α (1-Γ 1) 
1-0, 1, ες, L—1 
(no 1, »»», mi) 
βία, s) =h[Cr+sLys] (7) 
—(L-D)<r<L-1 
(a) 
这 样 (4) 式 就 成 为 如 下 二 维 卷 积 ; 
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0 
引 理 工 如 果 &(r, s) 出 (7) 式 定义 , 则 
hlr, s+ M)=h(r, δ), 
事实 上 ， Άκη, s+ M)=h[Lr+ Ls+ M)Ys] 


一 此 EL 十 9 十 到 >] 
--}[έτγἠ-εἶ)χ] βία, 8). (9) - 
这 个 引 理 表示 ，(8) 式 对 第 二 维 2 是 循环 卷 积 , 而 对 第 一 
维 % 却 不 是 循环 的 , 故 可 记 作 : 


0 πὸ- Σὶ Σ δώ, PL-b, ἐπε--ρλνῖ, (0) 
ας (10) 中 的 二 维 数 阵 (2) ΤΙ (Δ), (9) ΑΙ 


2(0, 0) 20,1) +: £(0, Μ--1) 
(-- 5, 0) 26, 1) δ(,, Μ-1) 


[1 BL) ες ἄν α, Μ. 


1M 
Fr w(0) κ) τα 
人 “(Lt1) 一 ED | ly αὐ 
ΠΠ co- Ὁ Ν κ(Ν᾿.1) 
[ (ο {ο} : 90. Μ-ῃ 
ὢ- αι 9 »: θα, Μ-ῃ 


L810) θα, ϐ) »: OL-1, Μ-Ὁ 
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Μ 
νο νά) ΝΤ 
- yD νώεΏ -- ΑΗ | lL 


. ᾽ 


νίᾳ-Ὁ yl) … ψίδ-1) 


(Ὁ 
Γβί--11,0) δ(- 11, Ὁ 天 (一 二 Μ--1 
β(--1153, 0) β(--1-3, Ὁ ο... β(-.1--3, Μ--1) 


一 10, 0) £0, 1) . λ(ο, MD 
h(1, ϱ) R11) hd, Μ--1) 


βα-.1, 0) ΔΙ. 1, 1) . δῷ, M1) 


M 
AN—L+1) λα) --(Ν-.91,1) | Ἰ . 
Rh(N—L+42) μμ) --- ΔΝ --91Γ9) 
一 hC0) AD) . Μ(Ν 1) .19],--1 
λ(1) λίίη-1) «.. ΑΝ -- 1-1) 
λά,-.Ὁ λ(31,-.1) - ΛΔ --1) . 


(419) 


下 面 我 们 要 将 (10) 式 化 为 二 维 循环 卷 积 来 计算 . 象 (10) 式 
这 种 卷 积 就 是 13 中 考虑 过 的 二 维 恒定 对 角 卷 积 的 特殊 情况 ， 
引 理 2 设 (3) 和 (月 如 (11) 式 和 (CII) 式 所 示 ， 卷 积 (10) 
式 可 通过 如 下 的 3 五 x 用 数 阵 (2) 和 (多 的 二 维 循环 卷 积 来 计算 . 
设 


$d 2 |--0, 1, --., ΜΗ 
δ (|, 四 -| ι m=0, 1, ο. Μ-1}} (19) 
0, 其 它 ; 
0 (4=0, m=0, 1, .., Μ--1), 
6 四 | 1=1, 2，…， 2L—1\ (13) 
β(--1-ε1, ως ο ΜΝ τα) 
作 (8) ΛΙ (2) 的 循环 卷 积 


δά, πὴ - Σ 5 δῷ, ρ)λ[ᾷ-- ἔριν. πι η (4) 


1=0, 1, -.., 91,--1 
πο--θ, 1, ---, Μ- 1 ῥ᾽ 


3 3 


那么 有 
|--0, 1, ---, 1-1 a 


(+E, πὸ =y(, "μα. 1 μα} 
此 引 理 的 证 明 与 18 中 引 理 2 的 证 明 相 同 ， 
(12) 式 和 (13) 式 可 用 数 阵 表示 为 : 


(ὢ --{80, πι)γακα 
Μ 


一 一 一 一 一 一 一 
 σ() vw(L) 2(27) wjN—L) 
z(1) α(1:1) wv(2LT1) --» α(Ν-1.--1} 


1 
| 
一 2( 工 -1 α(θ1.-Τ) α(31,..1) .- sCN 1) |. (16) 

0 0 0 .. 0 | 


(ὢ)-- (δαν πο) jazz 1 


mm Ν 
六 0 0 0 0 
h(N—L+1) πῶ) μ(1 1). … PN 一 2 十 1]) 
Λ(Ν 一 工 十 2 ;(9) Ἡ(1, ο) 1 h(N—2L+2) 
h(0) (1) h(2D) 1 (Ν-1) 


h01) Ἡ(1 1). (91 ΕΙ) ».: h(N-L+1) 


| -- 191: 0 λ(81.-.1} Ν hN Ὁ 四 

引 理 2 就 是 一 维 循环 卷 积 化 为 二 维 循环 卷 积 的 方法 ， 从 
(16) 式 及 (17) 式 看 到 , 数 阵 (人 2) 和 (入 的 元 素 都 是 用 原来 序列 
{ο(α}} 和 {h(n)} 的 元 素 表示 的 ， 为 了 看 得 更 清楚 起 见 , 举 一 
例 说 明之 ,例如 当 入 =16 时 ,zw), (WV) (m=0,1,…,15) 已 经 
给 定 , 要 求 它们 的 循环 卷 积 y(n) (ω--θ, 1, …， 15). 按照 引 理 
2, ΤΝ -4κ4, 故 可 取 工 = Μ--4, 这 时 (全 ) 和 (名 分 别 为 ; 


[ο(0) σ(4) α(8) 
vl) οί) α(ϑ) 

0(2) 2(6) α(10) 

(全 ) = 0(3) απ) 20l) 
0 0 0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


0 0 0 

(18). 4) Λλ(δ) 
(14) ΑΛ (9) Λλίθ) 
(| 1465 κ Λο 
“| jCO0) λα) (8) 
hl) Α(δ) 79) 

ἠῶ) 16) 10) 
(8) Αη 1) 
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α(19) | 
(19) 
α(14) 
σ(16) 

0 » 
0 
0 
0 η 
0 
有 (9) 
λ(10) 
A(11) 


.1 31, (17) 


| 


有 12) [᾿ 


λ(19) 
λ(14) 
Λ(15) . 


求 (全 和 ( 负 的 二 维 循环 卷 积 (从 , ΒΡΕ ΕΣ «ΜΠ 
数 阵 就 得 到 (人 办， 将 数 阵 (从 的 元 素 按 列 排列 成 一 列 矢 量 ， 就 
得 到 原来 两 个 序列 的 循环 卷 积 值 {y(a)}， 下 面 举 一 具体 例子 
涪 明 这 个 方法 ， 

例 1 一 维 卷 积 化 为 二 维 循环 卷 积 的 方法 . 

这 个 方法 可 以 分 作 两 步 , 第 一 步 应 用 1 中 的 引 理 1, 将 所 
给 的 一 维 卷 积 化 作 一 维 循环 卷 积 ， 第 二 步 再 应 用 本 节 所 述 的 
方法 将 得 到 的 一 维 循环 卷 积 化 为 二 维 循环 卷 积 ， 具 体 的 例子 
如 下 ; - 


求 两 序列 _ _ 
2 2 
-9 1 
) 一 (ἐν) 一 | 
(α) 1 2 \ 2) 0 
ο _0 
3 
的 卷 积 Yn 二 κα -ιοι (n=0, 1, 3, 8), 


[5] 根据 中 的 引 理 1, 对 所 给 序列 (@) 和 (加 补 零 扩充 作 


2 [ο 
一 2 工 
1 0 
网 0 0 
的 -| ο) (0) -! ϱ} 
0 0 
0 0 
0. ο 
(全 和 (及 的 循环 卷 积 是 


了 
办 一 Db λαο, (n=0, 1, κ... 7) 。 
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用 本 节 所 述 的 方法 将 它 化 为 二 维 循环 卷 积 ， 这 时 刀 =8 
-9.4, Κα1,-3 Μ-Α, Η (16) ΛΙ(1Τ), (8) (3) ΑΛ 


ὦν ἆο ὧι 1100 
人 和 ὧν ὃν ὥτ -20οο 
Ὁ) = - | 
0 0 ο 0 0ο ο ο 
0 0 οσοι οοαο 
[ 00000110000. 
ἃ}: δ ποιο 0 
ο δι Δι 有 20 0ο ο 
ὃν Δὲ Δι τ 1000" 


用 二 维 FNT πε (δ) (ΔΙ - ΒΕήβ 71 ἀ63ε (Φ). μὲ 18 ἠε 
的 例 3， 得 到 * 


-2 00 0 
κ 0 2 10 
(的 = 4 ο ο) 
-2 10 0. 
由 本 节 引 理 2 知 ， 

-1 

一 2 

0 

_ 1 

(9) = ο] 

0 

0 

0 


* (分 的 第 一 、 二 行 元 素 实 际 不 演 要 计算 , πα απ σ, 这 样 可 
以 节省 一 半 计 算 量 ， 
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因此 , 所 给 序列 (o) 和 ( 久 的 一 维 卷 积 为 
-4 
一 2 
ot 
. 1] 
以 上 所 述 就 是 一 维 卷 积 二 维 处 理 的 方案 .根据 这 个 方案 ， 
长 度 为 N= 上 .有 隆 的 一 维 循 环 卷 积 是 用 2Lx 必 二 维 循环 卷 
积 来 计算 , 而 二 维 循环 卷 积 用 二 维 FNT 来 实现 ， 因 此 , 当 用 
P=2+1, b=2:, a=B=2, 21:--20, MM=25， 可 以 计算 的 一 
维 人 循环 卷 积 的 长 度 是 1. Μ--203--Ν, 当 a=B=~V2, 2L 
--ᾱὖ, 用 = 和 ,可 计算 的 长 度 就 为 86* 一 入 ， 也 就 是 说 , 一 维 
卷 积 二 维 人 处 理 , 所 需 的 字 长 3 与 入 的 平方 根 成 正比 , 或 者 说 ， 
用 字 长 可 处 理 长 度 为 与 如 成 正比 的 一 维 循环 卷 积 。 具体 
情况 如 表 9 所 示 . 如 果 所 需 计算 的 是 一 维 卷 积 , 那么 表 9 所 
列 的 长 度 将 减 半 . 


() = 


ΚΘ 用 二 维 FNT 可 得 到 的 一 维 循环 卷 积 的 长 度 


应 用 上 述 的 一 维 卷 积 二 维 处 理 的 思想 ， 不 难 将 一 维 卷 积 
化 作 多 维 循环 卷 积 来 处 理 . 


设 ΑΜ... (L>1, M>1, ».', Β»1Β6 ΤΕ ἔκ 
数 ), Ἡβ 61) ΣΑΝ 8 维 卷 积 
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1-1. Μ-1 
θά. πι ντ 5 Ἐ ο. 
xj 一 ni ἵωπ-πο, ''', «-πῷπ], (18) 

其 中 ， zl, 7, »'', τ) --α({ἠ-π11ἠ--:.ἠ-γ»Ι» Μ''.) 


ψ(], η, »'', φ)--ψ(ἠ-πι],}-''' ἠ-τ» Τι» Μ''') 


| 1--0, 1, »»., “-) 
7 一 0 1, »», β--1 


δ, πο, «'', r)=h[td+tmL+i +rL M...>y] 
(er 


ὦζηι, Na, *"*, τι) 


55 
ἴα 
-- 


—(R—1)<r<R-1 
特别 , 当 入 =2: 时 , 取 荆 = 用 =，…== 慷 =2, 则 (18) 式 就 成 为 
DC, πο, ο) σα ΣΣ (ma， πιο, "'*, πι) 
χᾖ[ί--πι, πι--πῳ, ».:, ('--πρα], (19) 
其 中 ， tl, 7， 四) 一 4 二 2 十 十 93 11) 
YO, ην, «.., 1) --ψ(υἠ-3πιἠ-»'ἠ-25-1ῃ) 
(ἰ, πο, ΜΝ γ--0, 1), 
RU, πι, .'., οκ ο... 
{, πο, τν Ύ----1, 0, 1), 
(19) 式 为 5 维 卷 积 , 每 维 的 长 度 是 2. 可 用 各 种 算法 计算 (49) 
式 ， 
如 果 欲 用 变换 法 计算 (18) 式 ， 那 么 还 需 将 (18) 式 化 为 六 
维 循环 卷 积 ， 这 可 仿 二 维 处 理 情况 ， 对 (Θ) 及 (及 适当 补 零 而 
Ελ (2), (ἃ), ΕΗΕ(Ξ), (ἃ) 18 8 维 循环 卷 积 从; 


2 了 一 ο --1 
Om = hn mo, mh) 


xh[d— 129}, ολ... 《7 一 ροκ]. (20) 
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《20) 式 可 用 & 维 数论 变换 计算 ， 计 算出 (从 后， 再 到 (从 的 下 
半 部 工 X 有 HX.… XR 子 数 阵 , 就 得 到 (办 ,从 而 得 到 (9). 

一 维 卷 积 S 维 处 理 , 是 将 长 度 为 玉 = 工 ,用 …R 的 一 维 循 
环 卷 积 化 作 2 工 x2 有 x… x 有 R 的 5 维 循环 卷 积 来 计算 的 ,S 维 


循环 卷 积 用 S 维 FNT 实现 ， 因 此 , 只 需 用 bx 的 字 长 便 
能 实现 这 个 卷 积 ， 也 就 是 说 , 用 5 位 字 长 可 处 理 的 一 维 卷 积 
的 长 度 Ν 与 瑟 成 正比 , 

因此 , 一 维 卷 积 多 维 处 理 可 减少 字 长 ， 当 然 , 字 长 的 减少 
必须 与 溢出 的 问题 结合 起 来 考虑 ， 一 般 地 说 ,一 维 卷 积 二 维 
处 理 , 较为 理想 . 


二 、 分 段 处 理 


另 一 种 用 较 短 的 字 长 处 理 较 长 序列 卷 积 的 方法 是 分 段 处 
理 法 。 这 种 方法 是 利用 矩阵 的 分 世相 乘法 将 较 长 的 卷 积分 成 
若干 段 , 每 一 段 分 别 加 以 处 理 ， 为 了 叙述 方便 , 以 六 =8 加 以 
说 明 . 


设 {ο,} ΤΠ {},} 是 长 为 玉 =8 的 序列 , 其 卷 积 为 
go | [7ο [wo | 
Yi1 h ho 0 σι 
93 he hs ho Φα 
| hs ja ὧν ho Ys 
| 2 本 ha hs ἦν hy ho ve 
Ys hs ha hs ha hi: ho ts 
Ye hs hs Αι hs ha hl ho we 
| Yt hr he hs ha hs hs Πι ho 11 στ. 


将 (21) 式 分 成 2x2 子 矩阵 , 利用 矩阵 分 涩 相 敢 法 , 得 


ho hll wa ho 0|| Φα 
ἡ lh αἰ. «5 
也 可 以 将 (21) 分 成 4x4 和 矩阵 : 
yo | [ho 0 oo 
δι | Ἰ ho σι 
Ya hs hh ho wa |, 


Ye he hs ha hs Ta 
Yi hr he hs hes 时 21 
Γ ho 0 | Va 
hh ho 05 
十 . (23) 
ha ιν ho we 
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出 现 于 (22) 及 (23) 式 右 端的 子 卷 积 有 两 种 ， 一 种 是 一 般 
的 一 维 卷 积 ， 另 一 种 是 恒定 对 角 卷 积 ( 如 果 将 (23) 式 中 的 hu 
看 作 工 中 恒定 对 角 卷 积 (6) 的 加 , 就 完全 相同 ). 这 两 种 卷 积 
已 在 芋 中 考虑 过 如 何 将 它们 化 为 一 维 循环 卷 积 ， 从 而 可 用 变 
换 法 计算 . 

由 于 可 用 上 述 方法 将 长 序列 卷 积分 成 若干 组 短 卷 积 ， 每 
一 个 短 卷 积 可 用 较 短 的 字 长 实现 ， 这 样 就 达到 了 用 较 得 的 字 
长 实现 较 长 序列 卷 积 的 计算 目的 。 具体 应 用 这 个 方法 时 , 首 
先 根据 溢出 的 考虑 , 确定 模 用， 从 而 定 下 字 长 (16,32, 64 及 
其 它 ), 选 定 a(2 或 V2 或 2 的 宕 )， 再 根据 表 3, 确定 变换 长 
ΒΕ Ν, Β ο 将 所 给 长 卷 积分 成 若干 段 ， 每 一 个 子 卷 积 便 能 用 
参数 是 Μ, Ν, a 的 FNT 来 实现 .这 种 方法 实质 上 和 二 维 处 
理 法 没有 什么 不 同 ， 可 以 看 作 二 维 处 理 的 一 种 形式 ， 但 它 简 
单 、. 明 了 ,如 果 适 当 设 计 , 计算 卷 积 的 速度 将 比 二 维 处 理 法 快 . 

可 能 还 有 其 它 的 方法 , 如 对 数据 按 高 , 低位 分 开 处 理 , 以 
减少 字 长 ， 这 里 不 再 叙述 , 读者 可 参阅 文献 [2]， 
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数论 变换 的 其 它 应 用 


数论 变换 的 主要 应 用 是 计算 两 个 序列 的 卷 积 ， 在 数字 信 
导 处 理 (如 在 雷达 .物探 及 医学 技术 等 方面 ) 中 , 卷 积 是 非常 有 
用 的 运算 、 本 书 前 面 各 节 详细 的 叙述 了 应 用 数论 变换 实现 一 
维 及 二 维 卷 积 的 计算 ， 这 里 , 我 们 简要 的 介绍 数论 变换 在 其 
它 方面 的 应 用 . 


一 、 应 用 复数 数论 变换 计算 序列 的 
离散 健 里 叶 变 换 
设 {fz = (0ο, αι, τε, ἂν. 1) 是 以 六 为 周期 的 周期 序列 
(NW 是 偶数 ), 记 卫 ve 过, 则 {o] 的 DIET 是 


N~1 
Χ.- Σα (4-0, 1, τν Ν 1, (1) 
IDFT 是 | 


ee 3 χμγτ» (n=0, 1, ”> Ν--1). (8) 
Ν κ: 


14 (1) ΑΕ. 
一 号 wo 区- Σὶ α, Vi) 


_(K—n)s 


1 Nl 1na 
= (Wx?)™* δαν Wy Wy 3 


- ΠΡ." 5 ἄμσν.ν-- κ)” 
N 全 ngk—n Ν Yk 
%=0, 1, “ΝΟ, (8) 


--170-- 


其 中 ， 


τηε 
Qn = tn we 
一 0， 1, ΝΣ; Ν--1), (4) 


gu =Wy 
ye Bdge ᾳ-ο,1.-,Ν-Ὁ.. (©) 
ΤΝ 是 偶数 ， 故 dsw 一 dh。gotn 一 ,这 表示 (5) 式 是 循环 


卷 积 ， 利 用 复数 数论 变换 可 以 计算 {gs}, 再 分 别 情 以 WY， 
就 得 到 { 焉 让. 


同样 将 (2) 式 改写 作 ， 
wn 一 1 Σ ΧΩ." 


N 
1 ΜΙ 
-7 Σχ ΜΝ γν, Πα... 
工 
Ν 


lns ΝτῚ πα αν 
一 二 了 本， EXrWy ἂν ήν $ny 


Kk= 
1 -$m Hy 
-HH bb In—y 
1 im 
-Hx Yh (n=0, 1, κ. Ν-1), (6) 
其 中 ， 
d ~ XWy 3" 
1 (ἆ-ο, 1, y N—1), (7) 
σ- κ” 
Ν-1 
th, = gn (n=0, 1, -“ Ν--1), (8) 
k= 


由 于 广 是 偶数 ， ἄμιν-ᾱν, gh+x 一 站， 故 (8) 式 是 循环 卷 积 , 可 
以 用 复数 数论 变换 计算 (φαν 从 而 得 到 {ο}, 
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例 1 设 


- 站 
| Φα 1 
{z = . τ} 
| ο. ᾿ 1 
试 利用 复数 数论 变换 求 其 DFT 
[ 解 】 , 
Wi=e 4 --ε ἃ 
Ws es0.7—0.77. 
由 (4) 式 ,有 
-alr 1 - Γ 10 . 
di 0.τ--10.7 二 | τ 
dl| - [0] -1ο 
ds | | 0.7—j0.7 τ--τ 
go 10 
δι 1. τε 
δ] 10 -10 
_ gs 7 十 条 
Ἡχ {4;} 和 {σι} 如 下 ， 
-a 10 Γ οὐ 10 
a 7 一 六 αἱ Τοπ 
ὦ, | | -10 ῇ 外 | | --0 
ας 1 | τοπ. δ’ αι το. 


先 求 {0} {01} 的 循环 卷 积 ， 除 以 100, 就 得 到 {ἀ,} 和 {g,} 
的 循环 卷 积 {yx}， 为 此 , 根据 19 中 的 (8) 式 , 模 路 必需 满足 
M>2.10.10.4= 800, 
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故 取 M= δι 210--1, N=4, a= 23. 于 是 , 变换 定 阵 不 μι 
变换 矩阵 了 是 (NY-! 一 2%)， 
πα 1 1 1 


--9 
Τς- (mod2 +1), 


28 1 8 
η'-1--φ50 191911}, 
1 1 1-1 «9 ) 
[1 2 -1 --98] 
于 是 
δι ral [ 14-14 - 
| 20 
:| 二 三 (mod28 十 十， 
; --14--}14 
二 αι || 20 . 
πο | 14+j14 - 
! 了 20 
! on| 9 | . (mod21 十 十 ) 。 
2 90 | —14~j14 
Gs ο | 20 ΟΙ 
利用 复数 数论 变换 的 循环 卷 积 特性 , 有 
σοι Για] 88” 
YY! Ρ'Ω 400 
,|=| 上 = (mod2™+1), 
了 2 πο 392 
σε | DsGs | | 400. 
取 其 逆 变 换 , 得 到 
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0 Yo| | 396 


! γη 0 
νι 三 全 γ' 三 1 (mod28 二 1。 
1/2 9 一 
Ys Ys 0 


按 模 ΔΙ 芭 其 绝对 最 小 璋 余 ， 得 到 {ἀ} 和 {01} 的 循环 卷 积 的 
真 值 为 


396- 
0 
--4 ]; 
ο 
各 项 除 以 100, 得 到 
-yo | Γ 3.96- 
Yi 0 
ys | | —0.04 | 
ya | 0 - 
各 项 分 别 乘 以 (Ws νε --θ, 1, 9, 8), 得 到 
-Xo [ 3.06] [45 
χι 0 0 
αντ | ool or 
χι} ο ο] 


此 即 所 给 (ο) 的 DET 


二 、 计 算 序列 的 相关 函数 


在 5 中 数论 变换 的 相关 特性 中 已 讲 到 这 个 问题 ， 设 {%,} 
和 人 Jo 一 0 1, … Μ--1) 8.01 Ν 为 周期 的 周期 序列 ,它们 
的 相关 郊 数 定义 为 
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y= Σα. busn (n=0, 1, ..', ΝΤ. (9) 
如 果 απ. ον, Ἱ, τε. 轨 一 二 ,就 称 为 自 相关 函数 . 
根据 数论 变换 的 相关 特性 , 有 
ες Xx κ. Hi(modM) (1--0, 1, --, Ν: Ὁ, 
其 中 ， {Χα -ΝΤΤί{α,), {Hi} = NIT{h,}, 
{Yx} = NTT{y,)}. 
因此 ,再 将 {Τι} 进行 反 变换 就 得 到 {y,}， 所 以 相关 函数 的 计 
算 按 下 式 进 行 : 
{υι}--ΙΝΤΤΗΝΤΤ{αν. }»ΝΤΤΗ{ΛΙ}}. 
由 上 式 知 ， 我 们 可 把 相关 函数 的 计算 变 为 循环 卷 积 的 计 
算 ， 事实 上 ， 设 wm 一 wy- δι ὃν (πι, 4，…,， 入 一 1)， 作 
{αι}, {δε} 的 循环 卷 积 {οὐ}. 


Ν-1 N-1 
Wl 
Zn 名 Op Onn 一 Σ ὤν RN kt ny 


Ν-1 
一 > ownhnin (-0, 1, 32, :»,, N—1)., 


ni=0 


故 Yn = Zn (α--θ, 1, στ. Ν--1). 


三 、 计 算 整 多 项 式 的 乘法 


-1 


ἃ Λω-Ό]οα, ο) - Σ δω 


t=0 
为 % 的 多 项 式 , 其 中 q 六 是 复 整数 *, 它们 的 乘积 是 
* 我 们 这 里 虽然 假设 两 个 多 项 式 的 次 数 相同 ， 但 这 已 包含 了 次 数 不 相 同 的 


情况 , 因为 我 们 总 可 补 零 使 次 数 不 相 同 的 多 项 式 变 成 次 数 相同 的 情况 ,又 若 αι. 
bs 不 是 修整 数 , 则 可 将 f(%) 和 g(w) 适 当 处 理 ,然后 再 用 下 法 求 其 乘积 . 
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λ(α) --Γα)φ(α) - Ὁ) bor 


2N-2 和 2N—2 
-S| Σ bm)" Dom, 
m=0 n=0 m=0 


Osm—n<N—1 


其 中 ， 
.-ι 
cm= Ὁ ἄμ δι (m=0, 1, »»», 2N—2), 
n=0 


a;=0,=0 (π-θ, n>N), (10) 
式 (10) 是 一 种 卷 积 ， 但 这 个 卷 积 与 我 们 在 1 中 介绍 的 卷 
积 赂 有 不 同 ，(10) 式 中 的 序列 {αι} 和 {5} 的 长 度 是 Ν, 而 要 
求 输出 序列 {ος} 的 长 度 是 2V 一 1， 但 不 难 将 (10) 式 的 卷 积 
化 为 一 般 的 卷 积 (1 中 的 (DD 式 ). 
设 和 -人 % 一 0, 1, «:., Λ--1, 
0, n=N, ΝἼ1, ..., 21 --θι 
和 -人 n=0, 1, «.', Λ΄--1, 
0, n=N, ---, 3Ν 一 2. 
作 {6} 和 他 ,} 的 卷 积 ,就 得 (10) 式 的 卷 积 值 


c= Σ ἄδ,.. (m=0, 1, --., ϑΝ-9) 1) 
(1) 式 是 非 循 环 卷 积 , 如 果 将 它 化 为 循环 卷 积 , 则 可 用 数论 变 
换 计算 . 
例 2 Ἡἆ ᾿(α) =6cs 二 3o2 十 9 十 10， 
σία) --2ω᾽ |-Βα Γθω--ο, ας μία) --Ρ(ῳ)φ(α). 
[6] N=4 9Ν--2--6. 
-10- - 


9 
{0}=| αρ {ὃν} 


το σι ος ο 
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Γ10 9 
9 6 
3 5 
{0}=| ο. {}-|3 
0 0 
0 0 
ο. ο 
计算 {ἄν} 和 {δι} 的 卷 积 ζω) (m 一 0, 1, -.., δ), ΒΒ 
~ 90- 
141 
181 
{ecm} =| 181 |, 
09 
80 
_ 13. 
故 hw) -- 184" + 36%5 ἠ-0θα' ἠ-18Τω7 
“18145 {-1419 4-00, 


四 、 计 算 两 个 大 整数 的 乘积 
设 4、B 均 为 整数 ,将 它们 表 为 进位 制 数 (如 入 =10, 则 
为 10 进 制 数 ): 
A= Tam, B= bw 
其 中 , 0<sw<w 0<6 <w(i=0, 1，…, δ-1,, 将 它们 相 乘 


得 
2N—2 
C= Σ ἴων (13) 
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其 中 ， .-ι 
b= Dabnn (m=0, 1, :.., 2Ν --2), 


απ ο (πςθ, n>N). (49) 
式 (13) 可 与 (10) 式 一 样 计算 , 但 这 样 计 算出 的 名 不 一 定 满足 
0 ἐν (一 0 1,…:，2N 一 2)， 因 此 还 必需 把 C 表示 成 入 
进 制 数 . 这 个 问题 不 难 解决 , 但 因 与 数论 变换 无 关 , 故 不 再 细 
述 , 读 者 可 参考 文献 [11]. 
为 了 说 明 起 见 , 举 一 鲍 说 明 . 例 中 的 数字 不 太 大 , 数 若 很 
大 ,算法 是 一 样 的 . 
例 83 设 4=151, Β--239, 3ξ ΑΒ 之 值 . 
【 解 ] 将 4 和 BB 写作 了 10 进 制 数 . 
A=151=1.102+6.:10+1,， B=289=2.102-+3.10+9. 


1 9 | 
于 是 {Qn} = | ΠΗ 
1 [9] 
根据 第 三 段 的 方法 , 作 长 为 2 一 1 的 序列 
-7 ΓΦ 
δ] 8 
{}-| 1, {δ}-|3|, 
0 0 
ο. ο. 
计算 {6} 和 {δι} 的 卷 积 , 这 可 用 数论 变换 求 得 为 
9- 
48 
{.}--| 26 |. 
18 
2. 
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C=151 .239 一 2.104 十 13.1028 十 26.103 
十 48 ,10 十 9 一 36089. 
ή Α Τι ΒΕΚΙΜ (ΕΙ 六 很 大 ), 利 用 数论 变换 计算 {4,}, 
{3.} 的 卷 积 ,其 优越 性 即 可 显 出 ， 
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-16- 
数论 变换 用 的 代码 


数论 变换 和 快速 依 里 叶 变换 一 样 ， 可 以 在 通用 计算 机 上 
实现 , 也 可 以 设计 专门 的 硬件 ， 由 于 数论 变换 的 运算 法 是 以 
MM 为 模 的 同 余 运算 ， 它 和 通常 的 四 则 运算 有 所 差别 , 因此 , 这 
些 专 用 的 硬件 在 逻辑 结构 上 有 它 自 己 的 特点 .在 设计 这 些 专 
用 的 硬件 时 , 首先 要 按照 模 运 算 的 特点 , 找到 参加 运算 的 数 的 
合适 的 代码 ， 在 这 一 节 里 , 着 重 介绍 这 些 代码 的 运算 法 则 , 并 
且 主 要 介绍 以 Fermat 数 Ρ; 为 模 的 运算 ， 


一 、 普 通 二 进 制 码 


使 用 FNT 是 以 模 了 =23 十 1(5 一 2) 的 运算 ,运算 过 程 中 
所 有 的 整数 按 模 F; 取 值 , 因此 ,只 有 0, 1, 2，… 3) δὲ 22151 
个 数 参加 运算 , 所 以 寄存 器 一 般 需 要 5 十 1 位， 如 果 运 算 时 寄 
存 器 是 2 位 , 那么 0, 1, 2, …, 2* 一 1 等 所 有 整数 都 能 表示 出 
来 , 但 是 2， 也 就 是 一 1 却 表示 不 出 ， 然而 , 如 果 上 面色 十 并 
个 数 是 互 不 相关 的 , 那么 出 现 ?的 概率 是 1/(2 十 1), 在 数字 
滤波 中 ,8 一 般 取 作 16 955 或 64， 因 此 出 现 2 的 概率 是 很 小 
的 .倘若 出 现 2 ( 即 一 1), 就 以 0 或 一 2 代替 , 误差 不 大 .如 
果 不 允 许 这 个 误差 , 那么 就 应 当 再 加 一 位 , ΠΩ δ 1-11, 但 这 
时 最 高 位 是 表示 2’ 的 , 当 这 位 是 工时 , 其 它 各 位 必需 是 零 , τ 
则 将 会 出 现 大 于 Ρ, 的 数 . 

下 面 讨论 模 fF, 的 各 种 运算 ,这些 运 算是 以 寄存 器 只 有 有 
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位 来 讨论 的 . 

(一 ) 负 数 的 表示 法 

设 正 整 数 4- ΣλαιΣ, αἱ-0 或 1， 又 设 oi 的 反 码 是 αν 
a 十 qs 二 1, 于 是 

_4-- 二 oo'- D3 (ᾱ,-- Όροι 

-号 5 (ν-1)-- 5 α2! 13 (πιοᾶΡὸ. 

这 表示 ， 在 二 进 制 寄存 器 中 ， 数 4 取 负 的 操作 是 对 原 数 按 位 
取 反 码 再 加 2 即 得 . 


例 1 了 17, 5=4, 4=9, 求 一 9. 
由 于 9— 1001, 


0110 
-| 001 9| -oo-s 
1000 


故 -θΞδ (mod17), 

(二 ) 两 数 相 加 

两 个 2 位 数 相 加 ， 用 通常 的 二 进 制 加 法 ， 或 者 仍 为 8 位 
数 , 这 时 不 作 处 理 即 得 结果 ; 或 者 溢出 1 位 , ΜΗ 1 
示 20Ξ 一 1(modF)， 因 此 如 果 出 现 溢出 时 , 对 相 加 结果 减 去 
1 ΒΡ48. 

例 2 F,=17, 5=4, Α--π, B=6, 求 4+B. 

由 于 7=0111, 5==0101, 于 是 


0111 
0101 


1100-19, 


一 181 一 


ᾖΚ 7 二 5=12. 


例 3 一 17, 5=4 Α--19, Β--9, 3: 4-5, 
由 于 12--1100, 9--1001, 于 是 


1100 0101 
ἘΤΟΟΙ -ο001 
10101， 0100=4. 
故 12+9=4 (mod17), 
(三 ) 两 数 相 减 


先 将 减 数 取 负 ,然后 与 被 减 数 相 加 . 
[4 =17, 5 一 4, 4--1δ, Ἠ--θ, 求 4-_B 
由 于 15=1111, 9= 1001, --ϱ--1000, 于 是 


1111 0111 
1000 -0001 
10111, 01190-6. 
[ή 16--9Ξ16--5Ξ6 (mod17), 
《四 ) 两 数 相 乘 


4 和 呈 都 是 5 位 数 ， 其 积 一 般 需 要 中 位 表示 ， 设 〇 
-ΑΧΕΒ, 我们 把 C 分 作 高 4 位 和 低 5 位 ， 分 别 用 Ca，Cr 表 
示 ， 于 是 

6ο- Αχ Β--0,Οµ.37Ξ60ι-- Οκ (modF,). 


所 以 , 乘积 按 模 Ρ 所 取 的 值 是 它 的 低 5 位 减 去 高 5 位 所 得 的 
值 . 

例 5 Ει--1Π. 5=4, 4-18, Β-9, δὲ ΑΒ. 

由 于 18 一 1101, 9--1001 
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1101 


1001 ο, 0101 
τος -oz ... 
i101 T1111=15. 
01110101， 
-一 一 ”一 一 一 一 
ση οι 
故 138x9=15 (mod17). 


如 果 B=2(0<h<<5)， 对 整数 4 Πεν] 2 的 操作 过 程 如 
下 : 将 4 放 入 位 寄存 器 中 , 左 移 下 位 , 移 位 时 的 溢出 保留 在 
高 位 寄存 器 中 , 作为 Cg, 移 位 完毕 仍 留 在 2 位 寄存 器 中 的 数 
就 为 Cz, 从 Oz 减 Ca 就 得 结果 . 

同样 ， 如 果 卫 =2 对 整数 4 乘 以 2* 时 ， 将 4 放 入 5 
位 寄存 器 中 ， 右 移 位 ， 移 出 的 位 逐 位 存 入 另 一 了 5 位 寄存 器 
中 ， 最 后 从 左边 寄存 器 中 的 余数 位 减 去 右边 寄存 器 中 的 数 即 
得 结果 .这 是 由 于 
439 = (αν ιβ) i+ 0) 2 
που ας + 二 Qt+Op-12 十 十 Co2 瑟 
= (αυ. 1201 ΝΕ... Ἔακ) 


-(αν 2) 1 -Γε. Καρ ) (πιοά Ε) 
的 缘故 . 


例 6 2,--1τ, 1-4, 4=11 B23, 求 4.99. 
由 于 并 ==1011， 将 它 左 移 三 位 得 01011000, 于 是 
------- ----- 


Cr Cr 
ο, 1000 
0O# 1100 01909 
+ -0001 
10100, ο011-5 


ή 11.33-58. (mod17). 
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例 ? 5-17, 5 一 4,， 4 一 11, 了 =2-3, 求 4.2-2. 
于 11= 三 位 得 00010110 
由 于 11-- 1011, 有 移 三 位 得 00 ， 


ση Cr 
σα 0001 
于 是 ~-o 1011 
十 
1190-19. 


故 1t,2-3=12(modl7)。 这 结果 是 正确 的 , 事实 上 ，2-!=9 
(mod17), 11.2-=11.9:=8019=12(mod17). 
以 上 是 用 普通 二 进 制 码 来 进行 模 Fi 的 运算 ,但 有 时 感到 
不 很 方便 ， 例 如 在 作 减 法 时 , 我 们 定义 的 减法 是 
Α4-Β-4Αἠ(-.Β), 
取 负 按 上 面 规定 的 方法 操作 . 但 是 当 B=1 时 , 却 只 能 用 一 般 
的 减法 而 不 能 用 这 里 规定 的 操作 ， 否 则 得 不 出 结果 .这 就 是 
说 ， 要 根据 不 同 的 情况 采取 不 同 的 操作 .这 在 乘法 时 也 出 现 
类 似 的 情况 ， 这 种 情况 之 所 以 发 生 , 主要 是 用 了 4 位 寄存 器 ， 
以 至 一 1 无 法 表示 ， 另 外 ， 当 FNT 运算 结果 出 现 一 1 时, 就 
会 出 现 整个 数据 发 生 错误 , 虽然 这 种 概率 很 小 , 但 确实 存在 . 
如 果 使 用 下 面 的 两 种 代码 , 就 不 会 出 现 上 述 情 况 . 


二 、 新 Β 


设 Μ-ΕΡ,-2» 11, ὁ--ο', 寄存 器 用 2 十 1 位 . 新 码 是 定 
义 一 个 用 来 表示 模 Εν 整数 的 新 二 进 制 码 ， 设 整数 4 的 2 十 工 
位 二 进 制 表示 为 
4= [ao ἄν-ι, -'', αι, ἄρ], 


规定 如 下 ; 
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(i) 当 m= 工 时 ,其 它 各 位 必需 全 为 零 , 表示 4= 0; 
(4) 当 a=0 时 , 4 的 值 为 
Α- Σὲ σαν (3) 


πάν σι. C0, τ». ὅ--ὂ 
σιΞ -1, αι--0 Ότι ο, ἐν 5», . 


例如 , ὃ--4 时, 10000 表示 0, 01100 31ής 9(1 «93 -Γ1.91--1«9 
一 1.2 一 9), 也 就 是 说 9 的 新 码 是 01100, 5 的 新 码 是 01010. 
通常 这 种 表示 方法 只 能 表示 奇数 , 但 是 在 做 模 ;运算 后 , 奇 
数 和 偶数 都 能 表示 了 。 事 实 上 , (*) 的 第 7 位 所 提供 的 数 是 


(8α,--1}3!, αι 或 40<j<6 一 1, 
故 (*) 式 表示 的 4 的 数值 是 
Α-- (2a6_1—1) «2)-1-- (Ζαν 2—1)*:20 ?+.…+ (2ας-- 1) 
-α» ιδ) αυ ο. D1 十 200— (25—1) 
Ξε (ᾳυ- 99 1 十 … 十 2co 一 ai 十 3) (modF'). 


这 个 式 子 表示 1~2 的 所 有 数 , 而 零 是 用 0。=1 来 表示 的 , 这 
样 所 有 的 数 都 能 表示 了 . 

用 这 种 新 码 可 以 进行 取 负 , 加 法 ， 减法 以 及 与 2 ΠΠ ΠΕΙ 
乘法 .读者 可 参阅 文献 [12]. 


三 ,要 一 Β 


亏 一 码 比 新 码 更 为 方便 "1 
(一 ) 数码 的 表示 
设 4 为 正 整数 , 用 4 一 1 的 二 进 制 码 表 示 4， 就 叫 4 的 
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亏 一 码 ， 码 长 仍 为 $+1， 如 3 一 4，5 的 亏 一 码 就 是 00100. 
详 见 表 10, 
表 10 普通 二 进 制 码 与 和 号 一 码 之 间 关 系 (b= 候 


1 00001 00000 
2 00010 00001 
3 00011 00010 
4 00100 00011 
5 00101 00100 
6 00110 00101 
τ 00111 00110 
8 01000 00111 
9(~8) 01001 01000 
10(—7) 01010 01001 
11(-- ϐ) 01011 01010 
12(—5) 01100 01911 
18(-- 4) 01101 01100 
14(—8) 01110 01101 
15(—2) 01111 01110 
16(--1) 100009 01111 
0 00000 10000 


(二 ) 负数 的 表示 

从 表 10 可 以 看 出 , 每 一 个 负数 和 它 对 应 的 正 数 是 互 为 反 
码 (后 2 位 ), 例 如 --4--01100, 4=00011， 事 实 上 ,一 般 地 可 
证 明 如 下 : 

设 4 的 亏 一 个 是 4 一 1, 它 的 低 5 位 的 反 码 记 为 4 一 了 则 

A—1l=2—1—(4—1)=2+1—A—1 
Ἑ(--4)-- 1. (modF'), 

这 就 表示 4 的 亏 一 码 的 低 6 位 的 反 码 即 为 一 4 的 了 亏 一 码 , 如 
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果 最 高 位 (第 8+1 位 ) 是 1， 则 不 能 取 负 . 

例 1 =17, 5=4, 4-4. ΒΑ. 

由 于 4 的 亏 一 码 是 00011, 后 四 位 取 反 码 , 则 为 01100, 此 
为 19 的 亏 一 码 ， 故 一 4 二 18 Yood17). 

(三 ) 两 数 相 加 

数 4 和 如 的 亏 一 码 各 为 4 一 1，B 一 1， 和 数 4 十 B 的 亏 
一 码 是 4 十 8 一 4, 它们 之 间 有 

Α1Β-1-[4-1}1(Β-Ὠ1 41. 


这 表示 两 数 之 和 的 亏 一 码 等 于 两 数 亏 一 码 之 和 再 加 1。 这 里 
有 两 种 情况 : (i) (4 一 六 十 (8B 一 芒 如 无 进位 , 则 末 位 加 工 即 得 
结果 ; (让 (4 一 1) 十 (8B 一 1) 如 有 进位 , 由 于 2 二 一 1(modF)， 
因此 相 如 结果 应 减 去 1, 与 加 二 相抵 消 ,所 以 相 加 后 3 位 即 是 
结果 .由 上 可 知 加 法 的 操作 过 程 是 ，(i) 两 数 最 高 位 都 是 零 ， 
则 相 加 后 , 将 其 最 高 位 的 反 码 加 到 最 低位 , 最 高 位 本 身 归 零 ; 
Ci) 两 数 最 高 位 如 有 一 个 是 1, 禁止 相 加 , 另 一 个 就 是 和 . 
例 2 P=17, 5=4. 求人 (8 上 +14 (2) 4156; (3)5 十 12， 
(1) 00111 8 
-01101 十 14 
10100 22Ξ:6 (mod 17): 
十 和 0 
0019090 -5δ, 


(9) 00011 4 
+00101 十 6 
01000 10; 
+ 上 NT 
01001=10, 
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(ϐ) 00100 ὔ 


01011 十 12 
01111 好 =0 (mod 17). 
-----1 
10006050, 
〈 四 ) 两 数 相 减 


与 普通 二 进 制 码 一 样 ， 先 将 减 数 取 负 ， 然 后 和 被 减 数 相 


加 . 
例 3 Ρ,-.11,δ-4, 4-1, Β-5, 3ὲ 4--Β. 
由 于 7 一 00110, ὅ-- 00100, --δ--01011, 于 是 


00110 7 
+01011 -65 
10001 9 
-- 
00001=2, 
(πὲ 2 ἐπ ΒΒ 
23833. 4x2 应 是 24, 其 亏 一 码 是 24 一 1, 4 的 亏 
一 码 是 4 一 1, 故 有 
(4—1) x2= (4-1) -1, 
故 (24—1)=2(4—D) +1. 


这 表示 , 3:2, 就 将 4 的 代码 的 后 2 位 左 移 一 位 并 加 1 修正， 
这 时 如 果 进位 , 与 两 数 相 加 一 样 , 最 末 位 减 1, 与 加 工 相 抵消 ; 
如 果 不 进位 , 末 位 加 工 即 可 .因此 乘 2 的 操作 是 : 如 果 4 的 
最 高 位 是 1, 38 ΙΕΗΣΕ, 结果 为 零 ; 如 果 4 的 最 高 位 是 零 , 4 
的 亏 一 码 的 后 位 左 移 一 位 , 再 将 最 高 位 的 反 码 加 到 最 低位 ， 
乘 和 时 作为 正 整数 )， 将 乘 2 的 操作 重复 大 次. 
例 ΕΓι- 11, 0-4, Α--11, 11 «28, 
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由 于 11--01010, 后 四 位 左 移 一 位 得 10100, 最 高 位 是 1， 
故 将 0 加 于 最 未 位 ， 得 00100: 这 数 的 后 四 位 再 左 移 一 位 得 
01000， 最 高 位 是 0， 故 将 工 加 于 最 末 位 得 01001， 这 数 的 后 
四 位 再 左 移 一 位 得 10010， 最 高 位 是 1， 将 0 加 于 最 末 位 得 
00010, 此 即 3 的 亏 一 码 , 11.23 -- δδξςο(πιοά 1), 为 清楚 
起 见 , 再 用 竖 式 计算 如 下 : 

11 01010, 
2.11 00100=5, 
22,11 01001=10, 
28.11 00010=3., 
即 8x1lil~=23x1ll=2x2x2x1ll=88==3 (mod17), 

〈 六 ) 一 般 乘 法 

数 4 的 亏 一 码 是 4 一 1, 数 B 的 亏 一 码 是 Β-1, 乘积 ΑΒ 
的 亏 一 码 是 ΑΒ-1, 将 代码 (4 一 雹 和 (B 一 1) 相 乘 , 得 

(4—1)(B—1)=AB— (A+B)+1 
—(AB-1)— (4A+B-1)+1, 
Μι ΑΒ-1--(4--1)(Β--1)--(41-Β--1}--1, 
由 此 可 知 ，4, ΒΒ ΜΗΠΕΙΒΗΈΠΗΤΕΑ. 

(Ὁ 将 4, B 的 亏 一 码 (4 一 1), (8 一 1) 的 后 位 按 二 进 
制 相 乘 , 得 20 位 数 ; 

(2) 将 4, BB 的 亏 一 码 按 亏 一 码 相 加 法 则 相 加 , 18 (4-8 
一 DD 的 亏 一 码 ; 

(3) 将 (4 一 1)(B 一 四 与 (4 二 8B 一 2) 按 二 进 制 相 加 ; 

(4) 将 (3) 的 结果 分 为 高 ?位 和 低 ? 位 ， 各 用 Ον 和 Oz 
才 示 ， 结 果 是 Oi+Cnp2: 二 O04 一 Cpl(mod Fe)， 即 Oz 加 上 
(—Oa) 的 亏 一 码 ， 即 得 结果 . 

如 果 两 数 中 有 一 数 的 亏 一 码 的 最 高 位 (第 3 十 1 位 ) 181, 
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禁止 相 乘 , 结果 为 零 ， | 
例 5 =17, 5 一 4, Α--1δ, B=10, 求 ΑΒ, 
由 于 15 一 01110, 10=01001, 按 上 述 (1) ~ (4) 进 行 运算 : 


(Ὁ 1110 6) ο1110 
x1001 +01001 
1110 10111 
1110 + - 
ΟΙΤΙΤΙΤΟ, 00111, 
(3) 01111110 
十 00111 
10000101, 
------- ------ 
ση Cr 
ο, 001091 
ϐ -or 00111 
十 
01100 
+、 >1 
01101-14 
故 15x10=14 (mod17). 


再 介绍 另 一 种 乘法 ， 如 果 4, 8 两 数 均 非 零 ， 那 么 先 把 
它们 的 亏 一 码 转换 为 普通 二 进 制 码 ， 按 二 进 制 码 作 乘法 ， 得 
20 位 , 将 它 分 作 高 ?位 和 低 2 位 , 分 别 记 作 Ca νι. Ες 
一 码 减 法 作 Cz 一 Cg, 就 得 到 积 的 亏 一 码 , 从 而 得 到 结果 . 

例 6 Ff,=17, 5=4, 4--1δ, B=10, 求 ΑΒ, 

ΕΤ 15110 的 亏 一 码 分 别 为 01110, 01001， 所 以 它们 
的 普通 二 进 制 分 别 是 01111, 01010. 作 它 们 的 乘法 , 分 出 ση, 
σι, 青 按 亏 一 码 减 法 作 CL 一 Cz, 就 得 到 ， 
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΄ 


01111 
x01010 
11110 
11110 
10010110, 
一 一 


------γ----- 
Cn Os 


Cr 00110 


—Cx 00110 
十 


01100 
~ sl 
01101=14. 


16.10Ξ14 (mod17), 
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